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Resumen

Los estados estabilizadores juegan roles clave en la computación cuánti-

ca; constituyen un recurso esencial en el modelo de computación cuántica

basada en la medición [1] y en la construcción de códigos de corrección de

errores [2]. En esta tesis se estudia la representación de los estados estabi-

lizadores en el espacio de fases. Para ello se utiliza la función de Wigner

discreta definida en [3, 4], y se proponen variantes de esta definición más

apropiadas para algunos de los problemas considerados. En cualquiera de es-

tas construcciones de la función de Wigner, las ĺıneas del espacio de fases re-

sultan asociadas a un conjunto de estados estabilizadores, pero la asociación

entre cada ĺınea y un dado estado puede variar dando lugar a una clase

de posibles funciones de Wigner. En este trabajo se muestra que los únicos

estados cuya función de Wigner es no negativa para cualquier definición en

esta clase son las combinaciones estad́ısticas de los estados estabilizadores

asociados a las ĺıneas, demostrando aśı una conjetura presentada en [5]. Se

estudia también la representación en el espacio de fases de la interferencia

en una superposición coherente de estados estabilizadores, concluyendo que

en general esta interferencia tiende a desparramarse en todo el espacio de

fases, incluso en las regiones correspondientes a los estados superpuestos.

Por último, se analiza un sistema de qubits en un estado estabilizador que

sufre efectos de decoherencia, hallando tiempos cŕıticos de pérdida de entre-

lazamiento y mostrando el modo en que la decoherencia se manifiesta en la

función de Wigner del estado.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde la aparición de las computadoras en los años ’50, se han dedicado

continuos esfuerzos para hacerlas, al mismo tiempo, más potentes y más

pequeñas. Al cabo de muchos años de evolución en ambos sentidos, el proceso

de disminución del tamaño parece estar acercándose al ĺımite en que la

naturaleza cuántica de los componentes de la computadora comienza a ma-

nifestarse. Este hecho, que implica un entorpecimiento en el desarrollo de

la computación clásica, también abre las puertas a nuevas posibilidades en

la construcción de computadoras que incorporen en su funcionamiento las

propiedades cuánticas en cuestión.

Esta transformación es más que la adaptación de los algoritmos exis-

tentes a la aparición del comportamiento cuántico en la computadora: la

mecánica cuántica proporciona una visión diferente de la información y su

procesamiento. La utilización de sistemas cuánticos para computar permite

la explotación de nuevos recursos, como el paralelismo cuántico y el entre-

lazamiento, gracias a los cuales es posible resolver en forma más eficiente

problemas importantes como lo son el de factoreo de números grandes (por

su relación con la encripción con clave pública) [6], y el de búsqueda en una

base de datos desordenada [7, 8].

Desde el punto de vista de la f́ısica, el aprovechamiento de las propiedades

cuánticas en la realización de cómputos promete mejorar notablemente la

capacidad de simulación de sistemas f́ısicos complejos, como conjuntos de

un gran número de spines interactuantes. La simulación de esta clase de

problemas en una computadora clásica es ineficiente, ya que en la medida

en que aumenta la cantidad de componentes del sistema, el número de co-

eficientes necesarios para describir el estado crece exponencialmente, y por

lo tanto también lo hace el tiempo de cómputo. Tal como lo señaló Feyn-

man a principios de los ’80 [9], esta dificultad puede ser superada si la

6



simulación se realiza procesando y almacenando información en un sistema

también cuántico: para simular la dinámica de un sistema de n spines, es

necesario un número exponencial de bits, y sin embargo los propios n spines

pueden simularse a śı mismos eficientemente. La búsqueda de mecanismos

para implementar “cómputos cuánticos”, entonces, es de enorme interés para

el estudio de sistemas cuánticos de grandes dimensiones.

En los modelos más usuales de computación cuántica, la información se

encuentra almacenada en el estado de un sistema de part́ıculas con espacios

de Hilbert de dimensión 2; a estos subsistemas se los llama “qubits”. El ob-

jetivo de esta tesis es el estudio de la representación en el espacio de fases del

estado de este sistema, y de su evolución. El foco de este estudio está puesto

en los llamados “estados estabilizadores” del sistema de qubits, que forman

un conjunto de estados de especial importancia para la computación cuánti-

ca.

La organización del trabajo es la siguiente: en el caṕıtulo 2 se presenta

un resumen del modelo de circuitos de la computación cuántica, y de un

modelo más reciente, llamado “irreversible” o “basado en la medición”. En

este caṕıtulo se define la notación a utilizar en lo sucesivo, y se presentan

el formalismo de estabilizadores, la clase de estados estabilizadores, y, entre

éstos, el conjunto de los llamados “estados-grafo” que son un ingrediente

fundamental en el modelo basado en la medición. El caṕıtulo concluye con

una descripción de las razones por las que los dos modelos presentados son

equivalentes.

En el caṕıtulo 3 se introducen las funciones de Wigner como herramienta

para representar el estado de un sistema cuántico en el espacio de fases; en

primer lugar se muestra la definición de la función de Wigner para una

part́ıcula en una dimensión, y luego se discute la generalización de esta

definición al caso de sistemas con dimensiones discretas. Para un sistema

de qubits, se construye una función de Wigner en un espacio de fases cuyas

coordenadas son elementos de un cuerpo finito, y se muestra de qué manera

esta elección de coordenadas repercute en las propiedades de la función de

Wigner. En particular, los conjuntos de ĺıneas paralelas en el espacio de

fases resultan asociados a bases conjugadas del espacio de Hilbert que están

formadas por estados estabilizadores. Según se muestra, el procedimiento

utilizado para la construcción de la función de Wigner no conduce a una

única definición de esta función, sino a un conjunto de posibles definiciones,

correspondientes a las diferentes “grillas cuánticas”, o asociaciones entre

ĺıneas del espacio de fases y estados del espacio de Hilbert.

En el caṕıtulo 4 se estudia el conjunto de estados cuya función de Wigner

es positiva para todas las posibles grillas cuánticas, y se demuestra que
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este conjunto está formado por combinaciones estad́ısticas de los estados

estabilizadores asociados a las ĺıneas en el espacio de fases. A continuación

se muestran algunos operadores que preservan este conjunto de estados, y

se analiza el modo en que su aplicación transforma la función de Wigner.

En el caṕıtulo 6 se considera un estado-grafo bajo el efecto de la de-

coherencia, y se calcula el tiempo para el cual se pierde el entrelazamiento

entre vecinos. El interés de este problema radica en que este entrelazamiento

es esencial para poder llevar a cabo un cómputo cuántico en el modelo basa-

do en la medición. Al final del caṕıtulo, se muestra la evolución del sistema

en el espacio de fases.

Finalmente, el caṕıtulo 7 contiene una revisión de los problemas estu-

diados a lo largo de la tesis y de otros, aún abiertos, relacionados con ellos.
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Caṕıtulo 2

Computación cuántica: el

modelo de circuitos y el

basado en la medición

Existen en la actualidad varios modelos de computación cuántica, de los

cuales el más conocido es el modelo de circuitos, o modelo estándar de la

computación cuántica. Todos los modelos existentes hasta el momento son

equivalentes, en el sentido de que cualquier cómputo definido en un cierto

modelo puede ser simulado eficientemente (esto es, con un número de recur-

sos polinomial) en cualquiera de los otros. Sin embargo, existen diferencias

conceptuales entre los distintos modelos y cada uno permite una perspectiva

diferente no sólo de la implementación f́ısica de un cómputo cuántico sino

también respecto del origen del poder computacional del sistema cuántico

utilizado.

En cualquiera de los modelos conocidos, el resultado del cómputo se ex-

trae realizando una serie de mediciones sobre el estado final de un sistema

f́ısico que obedece a las leyes de la mecánica cuántica. En el caso más senci-

llo, este sistema es una colección de subsistemas con espacios de Hilbert de

dimensión 2, llamados “qubits”. Una base ortonormal arbitraria del espacio

de Hilbert de cada qubit, B = {|0〉, |1〉} constituye la “base computacional”

para cada qubit, en tanto que la base computacional para un sistema com-

puesto por un número n de qubits está formada por estados producto de los

distintos qubits, de la forma:

|~k〉 = |k1〉 ⊗ |k2〉 ⊗ . . .⊗ |kn〉 = |k1, k2, . . . , kn〉 (2.1)

donde ~k es una n-upla binaria.

En el modelo estándar, el esquema de implementación de un cómputo

9



es el siguiente: preparación de un conjunto de n qubits en un estado arbi-

trario conocido, aplicación de una secuencia predeterminada de operadores

unitarios sobre los qubits, y medición en la base computacional sobre el

estado final. Un conjunto de compuertas universales, cuya combinación en

la forma apropiada permite generar una evolución arbitraria del sistema de

qubits, puede formarse utilizando sólo operadores que actúan sobre uno o

dos qubits a la vez. Este esquema básico puede enriquecerse incorporando

qubits auxiliares, mediciones intermedias, evolución no unitaria, etc. [10]

Entre los modelos de computación cuántica alternativos al de circuitos se

encuentran los llamados modelos basados en la medición [1, 11, 12]. En ellos

se parte de un estado entrelazado del sistema de qubits, sobre el que se rea-

lizan secuencias ordenadas de mediciones de a un qubit en bases arbitrarias;

el resultado del cómputo se obtiene de la última secuencia de mediciones.

A causa del rol fundamental de la evolución no unitaria del sistema provo-

cada por las mediciones, y del hecho de que éstas “consumen” a lo largo

del cómputo el entrelazamiento inicial, estos modelos son también llamados

“irreversibles” o “de un sentido” (one–way). Otros modelos basados en la

medición incorporan también mediciones que involucran más de un qubit

como mecanismo entrelazante.

El modelo de circuitos de la computación cuántica es esencialmente la

generalización a un sistema cuántico del modelo clásico de circuitos; las

propiedades del sistema permiten explotar el “paralelismo cuántico”, el en-

trelazamiento y la interferencia para realizar cálculos en tiempos que aven-

tajan a las computadoras clásicas. Éste es el modelo original de la com-

putación cuántica, y fue creado por David Deutsch [13], quien en 1985 dio

el puntapié inicial en la búsqueda de algoritmos cuánticos con el algoritmo

de Deutsch [14], que fue luego generalizado por Deutsch y Jozsa en 1992

[15]. Fue también Deutsch quien encontró la primer compuerta cuántica

universal en 1989 [13]. En el marco del modelo de circuitos se desarrolló la

computación cuántica a partir de los algoritmos de factorización de Shor

en 1994 [6] y de búsqueda de Grover en 1995 [7, 8], que demostraron que

existen problemas de interés computacional que pueden resolverse en forma

más eficiente usando la mecánica cuántica.

Los modelos de computación cuántica basados en la medición surgieron

a partir de un trabajo de Raussendorf y Briegel en el año 2000 [1]. Su equiva-

lencia con el modelo original de computación cuántica no resultaba evidente

en un principio; en el 2004, Childs, Leung y Nielsen [16] publicaron un mo-

do de implementar eficientemente en el modelo one–way cualquier cómputo

definido en forma de circuito, y viceversa, identificando una variante del

proceso de teleportación como el procedimiento fundamental subyacente en
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el modelo basado en la medición. La equivalencia entre los dos modelos se

debe esencialmente al hecho de que, en el modelo de circuitos, es posible

efectuar todas las interacciones entre qubits necesarias como primer paso en

el cómputo; y más notable es que esto puede realizarse de antemano en for-

ma independiente del cálculo a realizar, ya que las interacciones indeseadas

pueden luego “deshacerse” por medio de mediciones en las bases apropiadas.

El estado resultante, que ya contiene todas las posibles interacciones, y sobre

el que sólo resta efectuar operaciones separadas en cada qubit, constituye

entonces un punto de partida universal para cualquier cómputo en el modelo

basado en la medición.

La aparición del modelo basado en la medición desafió la concepción

tradicional respecto de la computación cuántica, en la cual la realización

de mediciones individuales sobre los qubits destruye el paralelismo cuánti-

co, que debe ser preservado hasta el fin del cómputo. La propuesta de

Raussendorf y Briegel, por lo tanto, dio lugar a una nueva visión del ori-

gen de la capacidad de realizar computación cuántica relevante, y de los

recursos básicos necesarios para ella. Por otra parte, las diferencias en la

implementación del cómputo abrieron nuevas posibilidades en la búsque-

da de sistemas f́ısicos y dispositivos experimentales para la construcción de

computadoras cuánticas.

El objetivo de este caṕıtulo es presentar una revisión de algunos aspec-

tos básicos de los modelos de circuitos y basados en la medición, definiendo

además la notación a utilizar en lo sucesivo. En particular, se introducirán las

clases de estados estabilizadores y estados-grafo, que constituyen el recurso

fundamental de la computación cuántica en los modelos one–way. Los esta-

dos estabilizadores tienen, además, especial importancia en la construcción

de códigos cuánticos de corrección de errores y en una definición reciente,

propuesta por Wootters, de la función de Wigner de un sistema de qubits

(que se detalla en el caṕıtulo 3, y cuyo estudio es el tema central de este

trabajo).

El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: en primer lugar se

repasarán algunos de los elementos fundamentales del modelo de circuitos

de la computación cuántica. A continuación, se introducirán los llamados

operadores de Pauli generalizados (que tienen un rol protagónico a lo largo

de toda esta tesis); a partir de estos operadores se presentará el formalismo

de estabilizadores, que a su vez se utilizará para definir las clases de esta-

dos estabilizadores y estados-grafo. Se mostrarán los pasos esenciales en la

implementación de un cómputo en el modelo basado en la medición y se

mostrará por qué los dos modelos presentados son equivalentes. Estas últi-

mas secciones son de tipo monográfico, y pretenden explicar los aspectos
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principales del modelo basado en la medición, entre ellos la aparición de los

estados-grafo como recurso crucial para el cómputo, desde la perspectiva del

modelo de circuitos.

2.1. El modelo de circuitos

2.1.1. El modelo de circuitos de la computación clásica (muuy

breve)

En el modelo clásico de circuitos, un cómputo se representa como una

combinación de cables y compuertas; cada cable conduce un bit de informa-

ción, y las compuertas son funciones de la forma f : {0, 1}j → {0, 1}k cuya

entrada y salida están asociadas a los valores de los bits en los cables que

entran y salen de las compuertas. Por ejemplo, el circuito que se muestra

en la Figura 2.1 copia el primer bit y luego aplica la operación lógica AND

sobre el segundo y el tercer bit. Si el estado inicial de los bits está dado por

una 2-upla binaria (a, b), la salida del circuito corresponde a dos bits cuyos

valores son (a, a · b). Una introducción a este tema con vistas al modelo de

circuitos de la computación cuántica se puede encontrar en el Caṕıtulo 3 del

libro de Nielsen y Chuang [10], y en el 6 de Preskill [17].

Figura 2.1: Representación de un cómputo en el modelo (clásico) de circuitos. El

tiempo transcurre hacia la derecha; cada ĺınea horizontal continua transporta un

bit de información. Sobre los bits se aplican compuertas que evalúan funciones de

la forma f : {0, 1}j → {0, 1}k cuya entrada y salida están asociadas a los valores de

los bits en los cables que entran y salen de las compuertas. En este caso, el circuito

crea una copia del primer bit (f(a) = (a, a)) y luego aplica una compuerta AND

(f(a, b) = a · b) sobre los bits 2 y 3.

2.1.2. La versión cuántica del modelo de circuitos

El modelo de circuitos es el modelo original de la computación cuántica,

y se asemeja al modelo de circuitos clásico, pero el sistema f́ısico en el que se

almacena la información y se implementan los cómputos exhibe propiedades

cuánticas, de modo que su estado en cada instante es una superposición

coherente de los estados que forman la base computacional.
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En este modelo, se parte de un conjunto de qubits inicializados en un

estado fácil de preparar (t́ıpicamente el |~0〉), sobre los cuales se aplican com-

puertas que producen la evolución de los qubits. Estas compuertas son ope-

radores unitarios que actúan sobre uno o dos qubits a la vez. Al concluir la

secuencia de compuertas se mide el estado resultante en la base computa-

cional, con lo que concluye el cálculo. Un esquema de este procedimiento se

muestra en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Representación de un cómputo cuántico en el modelo de circuitos. El

tiempo transcurre hacia la derecha, cada ĺınea horizontal continua corresponde a

un qubit. Los qubits son inicializados en el estado |~0〉. A continuación se aplica una

secuencia predefinida de compuertas que producen la evolución unitaria del sistema.

El cómputo termina con una medición de los qubits en la base computacional, cuyos

resultados se indican a la derecha del gráfico.

Un conjunto de compuertas es universal para la computación cuántica

si mediante la composición de dichas compuertas es posible aproximar, con

precisión arbitraria, cualquier operador unitario sobre el sistema de qubits.

Un posible conjunto universal es el formado por todas las operaciones uni-

tarias sobre un qubit y la compuerta entrelazante de dos qubits CNOT [18];

cualquier operador unitario puede descomponerse (en forma exacta) como

un producto de compuertas en este conjunto (aunque el número de com-

puertas que es necesario componer para generar una evolución arbitraria es

exponencial en el número de qubits en el sistema).

Los operadores unitarios sobre un qubit son (a menos de una fase global)

de la forma:

U = R(n̂,φ) = e−
iφn̂·~σ

2 (2.2)

con n̂ un versor en R
3 y n̂ ·~σ = n1σ1 +n2σ2 +n3σ3, donde σ1 = X, σ2 = Y ,

σ3 = Z son las matrices de Pauli (para simplificar la notación donde sea

conveniente se usará también σ0 = I). Para el caso en que el qubit es una

part́ıcula de spin 1/2, el operador R(n̂,φ) corresponde a una rotación en torno

del eje n̂ en un ángulo φ. Entre los operadores unitarios de esta forma se

encuentran (en algunos casos, a menos de una fase global) la identidad (I),

las matrices de Pauli (X, Y , Z), el Hadamard (H) y el operador de fase (P ).
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La representación matricial de estos operadores en la base computacional es

la siguiente:

X =

(
0 1

1 0

)
Y =

(
0 −i
i 0

)
Z =

(
1 0

0 −1

)

I =

(
1 0

0 1

)
H =

(
1 1

1 −1

)
P =

(
1 0

0 i

) (2.3)

La compuerta CNOT (negación controlada) corresponde a una interac-

ción entre dos qubits, y aplica un NOT (la matriz de Pauli X) sobre el qubit

objetivo si el estado del qubit de control es |1〉, y la identidad si el estado

del qubit de control es |0〉, según:

CNOT(1,2)|k1, k2〉 = |k1, k2 ⊕ k1〉 (2.4)

donde el primer qubit es el control y el segundo, el objetivo.

Un conjunto equivalente de compuertas universales, de utilización fre-

cuente en el marco de la preparación de los estados-grafo y de la simulación

de circuitos cuánticos en los modelos one–way, es el formado por todas las

compuertas unitarias de un qubit y la compuerta de dos qubits llamada “fase

controlada” (CZ), que corresponde a la aplicación controlada del operador

de Pauli Z sobre el qubit objetivo:

CZ(1,2)|k1, k2〉 = (−1)k1k2 |k1, k2〉 (2.5)

A diferencia del CNOT , la compuerta CZ actúa en forma simétrica sobre

los dos qubits.

La representación gráfica de los operadores presentados se muestra en la

Figura 2.3.

Figura 2.3: Representación de las compuertas unitarias: a) U (rotación sobre un

qubit), b) CNOT (X controlado), c) CZ (Z controlado).

Dado que el operador H proporciona el cambio de la base de autoestados

de Z a la de X, la compuerta CZ puede obtenerse combinando CNOT y H
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en la forma:

CZ(1,2) = H(2)CNOT(1,2)H(2) (2.6)

Esta propiedad se muestra gráficamente en la Figura 2.4.

Figura 2.4: La compuerta CZ puede obtenerse a partir de la combinación de

compuertas CNOT y H .

De acuerdo a lo comentado previamente, cualquier evolución del sistema

de qubits puede obtenerse en forma exacta a través de la composición de

operadores unitarios arbitrarios sobre un qubit y compuertas de dos qubits

CNOT o CZ. Sin embargo, la aproximación de cualquier operador unitario

con precisión arbitraria puede realizarse con un conjunto mucho más res-

tringido de compuertas; un conjunto estándar de compuertas universales es

el compuesto por CNOT , H, y el operador T = R(ẑ,π/4). Esto es porque

cualquier operación sobre un qubit puede aproximarse con precisión arbi-

traria por medio de las compuertas H y T (la eficiencia de esta aproximación

se discute, haciendo uso del teorema de Solovay-Kitaev, en el caṕıtulo 4 del

libro de Nielsen y Chuang [10]).

2.2. Los operadores de Pauli generalizados

Las matrices de Pauli {σi, i = 1, 2, 3} forman un conjunto de generado-

res para todas las evoluciones posibles de un qubit (de la forma de (2.2)), y

satisfacen las siguientes (muy conocidas) propiedades:

1. Son hermı́ticas.

2. Sus autovalores son ±1.

3. Tienen traza nula.

4. El producto de dos matrices de Pauli es, a menos de una fase global,

otra matriz de Pauli, o la identidad (σ0):

σjσk = i εjkl σl + δjk σ0 (2.7)

donde j, k, l van de 1 a 3 y εjkl es el tensor de Levi-Civita.
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5. Las matrices de Pauli conmutan o anticonmutan:

{σi, σj} = 0 si i 6= j (2.8)

donde i, j van de 1 a 3 (y obviamente si i = j las matrices conmutan).

6. Utilizando las reglas para el producto de matrices de Pauli y sabien-

do que tienen traza nula, puede verse que el conjunto formado por

las matrices de Pauli y la identidad es ortogonal en el producto de

Schmidt:

Tr(σjσk) = 2δjk (2.9)

donde j, k van de 0 a 3. Por lo tanto, {σi, i = 0, . . . , 3} es una base

para el desarrollo de cualquier operador hermı́tico de 2 × 2.

Los operadores de Pauli generalizados son operadores unitarios ± σ
~a,~b

que corresponden, a menos de un signo, a la aplicación de una matriz de

Pauli sobre cada uno de los qubits en el sistema, en la forma:

σ
~a,~b

=

n∏

i=1

Xai
(i)Z

bi
(i)e

iπ
2
aibi = X~aZ

~bei
π
2
~a·~b (2.10)

donde ~a, ~b son dos n-uplas binarias que indican qué matriz de Pauli σi se

aplica sobre cada uno de los qubits (los sub́ındices entre paréntesis indican

el qubit sobre el que actúa cada operador).

A partir de las propiedades de las matrices de Pauli es fácil deducir que

los operadores de Pauli generalizados satisfacen:

1. Son hermı́ticos.

2. Sus autovalores son ±1.

3. Tienen traza nula, excepto por σ~0,~0 = I, que tiene traza 2n.

4. El producto de dos operadores de Pauli generalizados es otro operador

de este conjunto (a menos de una fase global ±1,±i).

5. Los operadores de Pauli generalizados conmutan o anticonmutan:

σ
~a,~b

σ
~c,~d

= (−1)~a·
~d−~c·~d σ

~c,~d
σ
~a,~b

(2.11)

de donde se obtienen las condiciones:

[ σ
~a,~b

, σ
~c,~d

] = 0 si ~a · ~d− ~c ·~b = 0 (mod 2) (2.12)

{ σ
~a,~b

, σ
~c,~d

} = 0 si ~a · ~d− ~c ·~b = 1 (mod 2) (2.13)
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6. Son ortogonales en el producto de Schmidt:

Tr(σ
~a,~b

σ
~c,~d

) = 2n δ(~a− ~c) δ(~b− ~d) (2.14)

Por lo tanto, los operadores de Pauli generalizados forman una base

para el desarrollo de cualquier operador hermı́tico de 2n × 2n.

2.3. El formalismo de estabilizadores

El formalismo de estabilizadores fue desarrollado por Daniel Gottesman,

en el marco del estudio de códigos cuánticos de corrección de errores [2].

La idea básica de estos códigos es proteger la información contenida en un

qubit a través de su codificación en el estado de un grupo de qubits; de esta

forma, los estados lógicos aceptables son un subespacio de dimensión 2 den-

tro del espacio de Hilbert del grupo de qubits, y los errores en el cómputo

son detectados cuando el estado del sistema se “escapa” de este subespacio.

El formalismo de estabilizadores permite caracterizar el subespacio de esta-

dos lógicos como el formado por aquéllos estados que son autoestados con

autovalor 1 de un cierto conjunto de operadores de Pauli, que se llama el

“estabilizador” del código. En [19, 20] se pueden encontrar introducciones al

formalismo de estabilizadores y su uso en códigos de corrección de errores.

Las aplicaciones del formalismo creado por Gottesman van más allá de

la corrección de errores: su utilización permite la simulación eficiente en

una computadora clásica de la evolución de un sistema de qubits a lo largo

de un cómputo contenido en el tipo de circuitos llamados “circuitos estabi-

lizadores”, lo que puede ser de utilidad para testear el correcto funcionamien-

to de una potencial computadora cuántica. Este formalismo también facilita

notablemente la descripción de los llamados “estados-grafo” y “estados clus-

ter”, que son el recurso fundamental para la computación cuántica basada

en la medición.

Algunas de las definiciones que aparecen en esta sección son distintas

de las de los trabajos originales sobre el formalismo de estabilizadores. Las

versiones que se muestran acá se corresponden con las de [21].

2.3.1. Qué es un grupo estabilizador

Dado un estado |ψ〉, se dice que |ψ〉 es estabilizado por un operador

unitario S si se verifica:

S|ψ〉 = |ψ〉 (2.15)

o sea, si |ψ〉 es un autoestado de S con autovalor 1. Es claro que si S estabi-

liza a |ψ〉 también S−1 lo hará, y que si dos operadores S1, S2 estabilizan a
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|ψ〉 también lo hace el producto de los mismos. Además, la identidad estabi-

liza a cualquier estado |ψ〉. Por lo tanto, para cada estado |ψ〉 el conjunto de

operadores unitarios que lo estabilizan es un grupo, llamado “grupo estabi-

lizador de |ψ〉” o simplemente “estabilizador de |ψ〉”. Este grupo se notará en

la forma Sψ.

Dados dos estados |ψ〉, |φ〉, se verifica que |ψ〉 6= |φ〉 ⇒ Sψ 6= Sφ (donde

se considera que dos estados son iguales si sólo difieren en una fase glo-

bal). De esta forma, el grupo estabilizador caracteriza completamente a un

estado puro. Si |ψ〉 tiene estabilizador Sψ, entonces al transformar el estado

aplicando una operación unitaria U , el nuevo grupo estabilizador se obtiene

en la forma:
|ψ〉 → |φ〉 = U |ψ〉

S ∈ Sψ → USU † ∈ Sφ
(2.16)

Cada estado es estabilizado por un conjunto de infinitos operadores, ya

que si S es un estabilizador del estado también lo será cualquier operador

de la forma Sx con x ∈ R. Por ejemplo, en el caso de 1 qubit el estado

|0〉 es estabilizado por todos los operadores de la forma |0〉〈0| + eiφ|1〉〈1|;
sin embargo, para determinar uńıvocamente el estado alcanza con dar un

elemento (no trivial) del estabilizador, por ejemplo, el operador Z.

La caracterización de un estado puro de n qubits a través de su estabi-

lizador requiere de, al menos, una matriz unitaria (por ejemplo, el operador

2|ψ〉〈ψ| − I estabiliza al estado |ψ〉 y tiene autovalor −1 para cualquier

estado ortogonal a él). Pero una matriz unitaria arbitraria depende de 22n

parámetros reales, o sea que la determinación del estado por su estabilizador

no es, en general, más eficiente que su desarrollo en una base dada.

2.3.2. Los estados estabilizadores

Es posible definir clases de estados con descripción eficiente en términos

de sus estabilizadores, a partir de la restricción de los operadores que pueden

pertenecer al grupo estabilizador. En particular, la clase de “estados estabi-

lizadores” de un sistema de n qubits se define como el conjunto de estados

que son estabilizados por exactamente 2n operadores de Pauli generalizados

± σ
~a,~b

(contando la identidad). Si un estado pertenece a esta clase, para des-

cribirlo por medio de su estabilizador alcanza con indicar los n generadores

del grupo formado por los 2n operadores de Pauli que lo estabilizan. Por

ejemplo, el estado |~0〉 es (a menos de una fase) el único estado que es estabi-

lizado por el operador de Pauli Z en cualquier qubit. Esto es porque, en el

espacio de Hilbert de dimensión 2n, los estados estabilizados por cualquier

operador de Pauli no trivial forman un subespacio de dimensión 2n−1; al
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ir agregando operadores de Pauli independientes al grupo estabilizador la

dimensión del subespacio se achica a la mitad en cada paso. De esta forma,

un conjunto de n generadores independientes selecciona un subespacio de

dimensión 1, o sea, un único estado (a menos de la norma y la fase global).

A diferencia de una matriz unitaria arbitraria, para la que se necesita un

número exponencial de coeficientes, cada uno de los n generadores es deter-

minado por las dos n-uplas binarias ~a, ~b y el signo. Por lo tanto, se precisan

(4n + 1) bits para cada generador, y (4n2 + n) bits para la caracterización

completa del estado. Esto muestra que los estados en esta clase tienen una

descripción eficiente utilizando el formalismo de estabilizadores.

Si se tienen dos operadores de Pauli S1, S2 que anticonmutan, resulta

{S1, S2}|ψ〉 = 0 para cualquier estado |ψ〉. Por lo tanto, para que dos ope-

radores de Pauli tengan un autoestado común deben conmutar (dado que

sus autovalores son no nulos). Entonces, para cada estado estabilizador los

operadores de Pauli que lo estabilizan forman un grupo abeliano.

Como los operadores de Pauli generalizados forman una base para los

operadores hermı́ticos, la matriz densidad de un estado estabilizador |ψ〉
puede escribirse como combinación lineal de operadores de Pauli. Si Sψ es

generado por los operadores de Pauli {S1, . . . , Sn}, la expansión de la matriz

densidad contiene únicamente los operadores que estabilizan el estado, en la

forma:

|ψ〉〈ψ| =
1

2n

∑

σ∈Sψ

σ =
1

2n

n∏

i=1

(I + Si) (2.17)

donde en la primera expresión la suma es sobre los 2n operadores de Pauli

generalizados que estabilizan a |ψ〉, mientras que en la segunda el producto

es sólo sobre los n generadores del grupo estabilizador.

2.3.3. El grupo de Clifford, y el Teorema de Knill-Gottesman

Dado un estado estabilizador |ψ〉 cuyo grupo estabilizador es generado

por {S1, . . . , Sn}, al aplicar sobre |ψ〉 un operador unitario U se obtiene un

nuevo estado cuyo estabilizador es generado por {US1U
†, . . . , USnU

†}. Si

USiU
† es un operador de Pauli generalizado (para i = 1, . . . , n), entonces el

nuevo estado también pertenece a la clase de estados estabilizadores. Aque-

llos operadores unitarios que mapean todos los estados estabilizadores en

otros (o, equivalentemente, todos los operadores de Pauli en otros) con-

forman el grupo de Clifford. Todos los operadores en este grupo pueden

obtenerse componiendo las compuertas H, CNOT , y P , a menos de una

fase global. En particular, cualquier estado estabilizador puede obtenerse a

partir del |~0〉 utilizando sólo operadores de Clifford [21].
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No sólo los estados estabilizadores tienen una descripción eficiente uti-

lizando este formalismo, sino que, además, el resultado de la aplicación de

una compuerta de Clifford sobre un estado estabilizador es otro estado es-

tabilizador que puede calcularse eficientemente. O sea, la evolución de un

conjunto de qubits que se prepara en un estado estabilizador y sobre el que

se aplican compuertas pertenecientes al grupo de Clifford es simulable efi-

cientemente en una computadora clásica. También la medición de un estado

estabilizador en la base computacional puede ser simulada eficientemente

utilizando este formalismo, de forma que cualquier cómputo cuántico que

conste de: preparación de un estado estabilizador inicial (en particular el

|~0〉), aplicación de compuertas de Clifford, y medición en la base computa-

cional, puede ser simulado eficientemente en una computadora clásica, y por

lo tanto estos recursos no son suficientes para realizar computación cuántica

relevante. Este resultado se conoce como el Teorema de Knill-Gottesman, y

los circuitos de la forma descripta se llaman “circuitos estabilizadores”[2, 19].

2.3.4. Algunos ejemplos de estados estabilizadores

Entre los estados estabilizadores se encuentran algunos estados conoci-

dos, como los de la base computacional, los estados de Bell y los GHZ. El

estado |~k〉 de la base computacional tiene un grupo estabilizador generado

por {(−1)k1Z(1), . . . , (−1)knZ(n)}. Los estados de Bell, que son los estados

de dos qubits máximamente entrelazados de la forma:

|φ±〉 = (|00〉 ± |11〉)/
√

2 (2.18)

|ψ±〉 = (|01〉 ± |10〉)/
√

2 (2.19)

son estabilizados por productos de operadores de Pauli de la forma ±X(1)X(2),

± Z(1)Z(2). El estado GHZ de n qubits

|GHZ〉 = (|00 . . . 0〉 + |11 . . . 1〉)/
√

2 (2.20)

debe su nombre a Greenberger, Horne y Zeilinger [22], y es llamado tam-

bién “estado tipo gato de Schrödinger”(por consistir en una superposición

coherente de dos estados “antagónicos” –vida y muerte del gato– de un sis-

tema compuesto por muchos subsistemas). Este estado es estabilizado por

el operador X(1)X(2) . . . X(n) y todos los productos de la forma Z(i)Z(j).

2.4. Los estados-grafo

Entre los estados estabilizadores, un subconjunto de particular interés

para la computación cuántica es el de los llamados “estados-grafo” [23].
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Este tipo de estados juega un rol central en los modelos de computación

cuántica basados en la medición, en los que el poder computacional surge

del entrelazamiento entre qubits presente en el estado-grafo, que es el punto

de partida para el cálculo.

Cada estado-grafo se define a partir de un grafo asociado; un dado grafo

G está compuesto por un conjunto V de n vértices, y una matriz binaria Γ

que determina las relaciones de vecindad entre ellos: Γi,j vale 1 si los vértices

i, j son vecinos, y 0 si no. El estado-grafo |G〉 asociado a G se prepara en la

siguiente forma:

1. Se toman n qubits en el estado |0〉.

2. Se aplica una compuerta H sobre cada uno de ellos; el estado final de

cada qubit es autoestado de la matriz de Pauli X con autovalor +1, y

se notará |+〉.

3. Se realizan compuertas CZ entre todos los pares de qubits correspon-

dientes a vértices vecinos en el grafo; este paso produce el entrelaza-

miento entre los qubits. Es importante notar que todas las compuertas

CZ conmutan entre śı, de modo que no es necesario especificar el orden

en que deben ser aplicadas.

El proceso descripto define, para cada grafo G, el estado-grafo asociado

|G〉. En la Figura 2.5 se muestra el circuito que prepara el estado-grafo

asociado a un grafo de 4 vértices.

Figura 2.5: a) Grafo de 4 vértices; b) Circuito de preparación de su estado-grafo

asociado.

Dado que el estado asociado a un grafo dado se obtiene aplicando una

sucesión de compuertas del grupo de Clifford a un conjunto de qubits cuyo

estado inicial es el |~0〉, el estado-grafo es un estado estabilizador. Por lo tanto,

es posible definirlo no a partir de su proceso de preparación sino en términos

de su grupo estabilizador. Utilizando el estabilizador del estado inicial, que
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es el generado por Z en cada qubit, y la ecuación (2.16) para hallar el

nuevo grupo estabilizador al cabo de cada paso en el proceso de preparación,

puede obtenerse el estabilizador del estado-grafo, que es generado por los

operadores de Pauli que aplican X sobre un vértice y Z sobre todos sus

vecinos, o sea:

SG = 〈S1, . . . , Sn〉 con Si = X(i)

∏

j

Z
Γi,j
(j) . (2.21)

Utilizando la ecuación (2.17) y reordenando los operadores de Pauli se

puede obtener para la matriz densidad de un estado-grafo la expresión:

|G〉〈G| =
1

2n

∑

~a

σ~a,Γ~a (2.22)

donde la suma es sobre todas las n-uplas binarias ~a.

Un tipo de estado-grafo particularmente relevante para la computación

cuántica basada en la medición es el de los llamados “estados cluster”, que

corresponden a grafos de redes cúbicas en dimensión D. Un estado cluster de

dos o más dimensiones proporciona el principal recurso para la computación

cuántica universal en el modelo basado en la medición. Otro ejemplo lo pro-

porcionan los estados |GHZ〉, que pueden obtenerse aplicando operaciones

unitarias locales (o sea, sobre un qubit a la vez) sobre los estados-grafo en

que todos los vértices son vecinos entre śı o todos son vecinos de un vértice

central (ver Figura 2.6). Más generalmente, cualquier estado estabilizador es

localmente equivalente a un estado-grafo, esto es, es el resultado de aplicar

un conjunto de operaciones unitarias de un qubit sobre los componentes de

un estado-grafo [23, 24].

Figura 2.6: Los estados |GHZ〉 = (|00 . . . 0〉 + |11 . . .1〉)/
√

2 pueden obtenerse

aplicando rotaciones de a un qubit sobre los estados-grafo correspondientes a: a) el

grafo en que todos los vértices son vecinos de un vértice central; b) el grafo en que

todos son vecinos entre śı.
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2.5. Computación cuántica basada en la medición

Los estados-grafo constituyen el recurso básico en el modelo original de

computación cuántica basada en la medición [1]. En este modelo, la imple-

mentación de cualquier cómputo cuántico consiste en la preparación de un

estado-grafo, seguida por una secuencia ordenada de mediciones en bases

arbitrarias de los qubits, donde cada medición sólo involucra a uno de los

qubits pero la base en que se mide depende de los resultados de mediciones

previas (realimentación clásica). Cualquier cómputo definido en el modelo de

circuitos con n qubits y m pasos temporales puede realizarse siguiendo este

procedimiento sobre un estado cluster de dimensión 2 y tamaño O(n×m).

Un esquema de un cálculo dentro de este modelo se muestra en la Figura

2.7.

Figura 2.7: Representación esquemática de un cómputo en el modelo basado en

la medición. a) El cómputo comienza con la preparación de un estado cluster;

cada ćırculo representa un qubit y las ĺıneas que los unen indican relaciones de

vecindad. b) Los qubits de la primera hilera son medidos en bases arbitrarias

BU = {U †|0〉, U †|1〉}. c) Al final del cálculo, todos los qubits han sido medidos,

y el resultado del cómputo se obtiene de la última secuencia de mediciones.

El punto de partida para el cómputo es un estado cluster (cuyo tamaño

depende del cálculo a realizar); el entrelazamiento presente en este estado

inicial es la fuente del poder computacional en este modelo. Una vez prepara-

do este estado, los qubits en la primera hilera del cluster son medidos en

cualquier orden, cada uno de ellos en una base arbitraria BU = {U †|0〉, U †|1〉}.
Como resultado de este proceso, los qubits medidos se desentrelazan, y el

estado en que queda el resto de los qubits depende de las bases en que se

realizaron las mediciones y de los resultados de las mismas. De esta manera,

la información sobre el cálculo se “propaga” a lo largo de las sucesivas hileras
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de qubits, y el proceso concluye al medir la última de ellas. Las bases en

que se miden los qubits en una dada hilera dependen de los resultados de

las mediciones previas, en una forma que puede ser calculada eficientemente

por una computadora clásica. Los recursos necesarios para la realización

de un cómputo en este modelo son, por lo tanto, el estado cluster inicial

y la capacidad de realizar mediciones de un qubit en bases arbitrarias que

dependen de los resultados previamente almacenados.

2.6. Cómo es que este modelo es equivalente al de

circuitos

La equivalencia entre el modelo de computación cuántica basado en

la medición y el modelo de circuitos fue demostrada por Childs, Leung y

Nielsen [16], a través de la presentación de un procedimiento para simular

eficientemente en cada uno de los dos modelos cualquier cómputo definido

en el otro. En esta sección se resumen las ideas básicas de este trabajo.

En primer lugar, es fácil ver que cualquier cómputo en el modelo irre-

versible es simulable eficientemente en el modelo de circuitos: la preparación

de un cluster de dos dimensiones y tamaño n×m puede realizarse en el mo-

delo de circuitos según el procedimiento explicado en la sección 2.4, usando

n qubits preparados en el estado |~0〉 sobre los que se aplican n operadores de

Hadamard y un número O(nm) de compuertas CZ. A continuación se reali-

za una secuencia de rotaciones individuales sobre los qubits y mediciones en

la base computacional; si el cómputo requiere de la medición de un qubit en

la base BU = {U †|0〉, U †|1〉}, esto corresponde simplemente a la aplicación

de la compuerta de rotación U seguida de una medición en la base com-

putacional. Las rotaciones y mediciones deben hacerse alternadamente, esto

es: en primer lugar se realizan las rotaciones y mediciones necesarias sobre

los qubits correspondientes a la primer hilera; en función de los resultados

de esta ronda de mediciones se aplican las rotaciones sobre los qubits en la

segunda hilera, etc.

Para ver que, por otra parte, cualquier cómputo en el modelo de circuitos

es simulable eficientemente en el modelo basado en la medición, es necesario

convencerse de que:

1. Es posible escribir cualquier circuito como una repetición de la siguien-

te secuencia de operaciones: aplicación de compuertas CZ opcionales,

rotaciones individuales, y teleportación del estado de los qubits a otros

qubits, sobre los que se repite la secuencia.
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2. El circuito desarrollado en esta forma puede modificarse de modo de

aplicar todas las interacciones entre qubits (en forma de compuertas

CZ) al principio del cómputo.

3. Es posible efectuar interacciones de más, que luego pueden deshacerse

de ser necesario, de manera que las compuertas CZ que se apliquen

al principio del cómputo sean independientes del cálculo que se quiere

realizar.

A continuación se mostrará cómo cualquier circuito puede ser reescrito de

acuerdo a estas indicaciones, de modo de llevarlo a la forma de un cómputo

en el modelo basado en la medición. En primer lugar, cada circuito puede

pensarse como una repetición de una ronda de compuertas arbitrarias de

un qubit seguida por una ronda de compuertas CZ entre pares de qubits a

elección; al cabo de un cierto número de repeticiones el cálculo termina al

medir los qubits en la base computacional. Este esquema se muestra en la

Figura 2.8.

Figura 2.8: Representación de un cómputo en el modelo de circuitos. El cómputo

está formado por la repetición de una secuencia compuesta por una ronda de com-

puertas arbitrarias de un qubit y una ronda de compuertas CZ entre pares de

qubits a elección (el carácter opcional de esta compuerta CZ se indica dibujándola

con una ĺınea punteada). Al terminar el cálculo los qubits son medidos en la base

computacional.

Componiendo compuertas CZ yH es posible armar la compuerta SWAP ,

que intercambia el estado de dos qubits; entonces, no es necesaria la capaci-

dad de aplicar compuertas CZ entre cualquier par de qubits en el sistema,

sino que alcanza con poder aplicar las compuertas de la forma CZ(i,i+1) con

i = 1, . . . , n− 1. Por otra parte, cualquier operador de rotación de un qubit

puede descomponerse en la forma: U = Zθ3Xθ2Zθ1 , donde Zθ y Xθ son rota-

ciones en un ángulo θ en torno de los ejes ẑ y x̂, respectivamente. Entonces,

cualquier circuito puede escribirse como una repetición de una secuencia de

rotaciones en torno de ẑ, una de rotaciones en torno de x̂, otra de ẑ y una
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ronda de CZ opcionales. Como además las compuertas Zθ conmutan con las

CZ, se pueden juntar las últimas Zθ de cada secuencia con las primeras de

la secuencia siguiente. O sea, cualquier circuito puede descomponerse como

la repetición de una secuencia formada por: una ronda de compuertas tipo

Zθ, una de compuertas Xθ, y una de CZ opcionales. Esta descomposición

se muestra en la Figura 2.9.

Figura 2.9: Un cómputo en el modelo de circuitos puede descomponerse como

una repetición de una secuencia compuesta por una ronda de rotaciones en ángulos

arbitrarios en torno del eje ẑ (Zi,j), otra en torno del eje x̂ (Xi,j), y una ronda

de compuertas CZ opcionales entre pares de qubits vecinos (dibujadas con ĺınea

punteada). Al terminar el cálculo los qubits son medidos en la base computacional.

Como siguiente paso en la “conversión” del circuito al modelo one–way,

luego de cada compuerta tipo Xθ o Zθ se teleporta el qubit sobre el cual se

aplicó la compuerta, utilizando los circuitos de “teleportación X” y “tele-

portación Z” que se muestran en las Figuras 2.10 a y b (aunque en realidad

la palabra “teleportación” no describe correctamente la situación ya que en

estos esquemas hay una interacción directa entre el qubit original y el desti-

natario del estado). Estos circuitos transfieren el estado de un qubit a otro

a menos de un error de Pauli conocido a través del resultado de la medición

sobre el primer qubit.

Para que las compuertas Xθ y Zθ conmuten con los errores de Pauli

y la interacción que aparecen en el circuito pseudo-teleportador, se aplica

teleportación tipo X luego de las compuertas Xθ y tipo Z luego de las Zθ.

Utilizando además el hecho de que la compuerta CNOT se puede obtener

combinando CZ y H (Figura 2.4), las compuertas Xθ y Zθ seguidas de

pseudo-teleportación se reescriben según se muestra en la Figura 2.11.

El circuito escrito como una repetición de compuertas Zθ, Xθ, y CZ

opcionales (según se lo muestra en la Figura 2.9) se modifica, entonces,

teleportando cada qubit luego de aplicarle una compuerta Xθ o Zθ, como se

indica en la Figura 2.11; el resultado se muestra en la Figura 2.12.
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Figura 2.10: Circuitos de pseudo-teleportación. a) La “teleportación Z” transfiere

el estado del qubit original al del segundo qubit, a menos de un error de Pauli

conocido Za (que depende del resultado de la medición sobre el primer qubit). b)

La “teleportación X” tiene el mismo resultado, ahora a menos de un error de Pauli

conocido Xb.

Figura 2.11: Las compuertas Zθ (a) y Xθ (b) se reescriben incorporando una

teleportación luego de la aplicación de la compuerta. Luego se conmutan con la

interacción entre qubits CNOT del circuito de teleportación, y finalmente se obtiene

el CNOT como composición de CZ y H .

La medición final en la base computacional sobre cada qubit, precedida

por las compuertas de rotación Xθ o Zθ y H, puede interpretarse como una

medición en una base rotada (esto se distingue en el gráfico con una doble

ĺınea de contorno del “aparato de medición”); por otra parte, usando que

H2 = I y que H|0〉 = |+〉, se puede simplificar el esquema de la figura

anterior en la forma que se muestra en la Figura 2.13.

En esta última versión del circuito, el cómputo queda claramente sepa-

rado en dos etapas diferentes: todas las interacciones están concentradas al

inicio del cómputo, y producen un estado-grafo. Luego se realizan secuencias

de mediciones en bases rotadas, sobre cada qubit por separado; en cada

secuencia se miden los qubits asociados a una cierta hilera del grafo. El

estado-grafo que se prepara depende del cómputo a través de su tamaño,

pero también a causa de las compuertas CZ opcionales: el grafo asociado
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Figura 2.12: Un cómputo en el modelo de circuitos puede descomponerse como

una repetición de una secuencia compuesta por una ronda de rotaciones Zi,j , otra

de Xi,j , y una ronda de compuertas CZ opcionales entre pares de qubits vecinos

(dibujadas con ĺınea punteada). Luego de cada compuerta de rotación se teleporta

el estado a otro qubit. Las ĺıneas verticales punteadas separan las tres etapas en

cada secuencia.

es igual a un grafo tipo cluster de dos dimensiones en el que algunas de las

uniones están borradas (ver Figura 2.14).

Por otra parte, quedan pendientes los errores de Pauli cometidos al tele-

portar: si todas las mediciones obtienen 0 como resultado, entonces el estado

se teleporta exitosamente en cada paso, pero en caso contrario aparecen e-

rrores de Pauli de forma conocida. El modo en que se puede lidiar con esta

dificultad es simplemente arrastrando estos errores, y eligiendo en qué base

realizar cada medición de modo de ir cancelando los errores a medida que es

necesario. Por ejemplo, supongamos que se tiene un qubit cuyo estado de-

beŕıa ser |ψ〉, y se quiere aplicar sobre éste una compuerta Xθ, para obtener

el estado |ψ′〉 = Xθ|ψ〉. Pero este qubit tiene un error de Pauli de forma Xa,

de modo que el estado es en realidad Xa|ψ〉. El estado deseado puede obte-

nerse a menos del mismo error de Pauli, ya que la compuerta Xθ conmuta

con el error, y entonces el estado luego de aplicarla será X a|ψ′〉. Si en cambio

el error de Pauli es tipo Zb, se tiene que XθZ
b = ZbX(−1)bθ, de modo que en

lugar de aplicar la compuerta Xθ hay que aplicar X(−1)bθ, para obtener el

estado deseado a menos del error de Pauli conocido Z b. Como los errores de
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Figura 2.13: Un cómputo en el modelo de circuitos puede descomponerse en una

primera etapa de preparación de un estado-grafo, seguida de una secuencia de

mediciones en bases arbitrarias sobre cada qubit separadamente; las secuencias se

muestran separadas por ĺıneas punteadas. Las compuertas CZ marcadas con ĺınea

punteada son opcionales.

Figura 2.14: Un cómputo en el modelo de circuitos puede descomponerse en una

primera etapa de preparación de un estado-grafo, seguida de una secuencia de

mediciones en bases arbitrarias sobre cada qubit separadamente. El estado-grafo

inicial depende del cálculo a realizar a través de su tamaño y de la presencia de las

compuertas CZ opcionales, y es igual a un estado tipo cluster de dos dimensiones

con algunas uniones borradas.

Pauli en cada paso dependen del resultado de las mediciones en los circuitos

de pseudoteleportación, es necesario mantener el orden correcto entre las

distintas mediciones, de modo de ir acomodando las bases para compensar

los errores.

Por último, queda por resolver la dependencia del estado-grafo con los

CZ opcionales: el modo de ver que el estado-grafo correspondiente a un

cluster de dos dimensiones sirve para realizar cualquier cómputo es notando
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que es posible realizar compuertas en exceso, y luego deshacerlas. Esto es

porque si se mide un qubit de un estado-grafo en la base computacional, el

estado resultante es el que corresponde a un estado-grafo igual al anterior

pero en el que se borró el vértice correspondiente al qubit medido (a menos

de compuertas Z en los vecinos del qubit medido, pero esto sólo introduce

otro error de Pauli conocido). Para implementar las compuertas CZ op-

cionales, entonces, es necesario introducir en el grafo vértices auxiliares que

actúen como intermediarios en las interacciones entre qubits de la misma

hilera: si estos qubits intermediarios son medidos en la base computacional

simplemente desaparecen del grafo, mientras que si se los mide en la base X

el resultado es un grafo con la interacción aplicada (los detalles de este pro-

cedimiento, y del modo de tratar a los errores de Pauli, se pueden encontrar

en el paper de Childs, Leung y Nielsen [16]). El costo de la universalidad

del estado inicial es, por lo tanto, el agregado de los qubits intermediarios.

La conveniencia de pagar este precio depende del mecanismo utilizado para

la generación del estado-grafo: si la disposición experimental favorece una

dada geometŕıa, por ejemplo si se tiene un sistema de spines colocados en

una red bidimensional, entonces puede que lo más conveniente sea preparar

el estado cluster y luego borrar los qubits innecesarios; en caso contrario, lo

más económico es preparar directamente el estado-grafo que contenga sólo

las interacciones requeridas para el cómputo.
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Caṕıtulo 3

Funciones de Wigner

discretas utilizando cuerpos

finitos

Las funciones de Wigner constituyen una herramienta para estudiar sis-

temas cuánticos a través de su representación en un espacio de fases, en

forma alternativa a la representación de los estados como vectores de un

espacio de Hilbert [25, 26]. La formulación original de la función de Wigner,

aplicable únicamente a sistemas con dimensión continua, fue posteriormente

generalizada con el objetivo de incorporar la descripción de estados de spin, o

de part́ıculas cuyos grados de libertad de posición y momento se encuentran

discretizados [27, 28, 29, 30, 3].

En [30], Wootters presenta una función de Wigner que para sistemas

con dimensión discreta prima d usa como espacio de fases una grilla de

d × d puntos, y cuya extensión a sistemas con dimensiones discretas no

primas requiere de un espacio de fases que es un producto cartesiano de

los espacios correspondientes a los factores primos de d. O sea, se trata

a cualquier sistema de dimensión no prima a través de su descomposición

en subsistemas de dimensión prima. Este tratamiento no resulta apropiado

para dimensiones grandes arbitrarias, porque la visualización de la función

de Wigner es dif́ıcil, y también la comparación del ĺımite semiclásico con el

caso continuo.

Como alternativa, es posible definir funciones de Wigner para dimensión

discreta d utilizando como espacio de fases una sola grilla de d × d puntos

cuando d es impar [31], mientras que, cuando la dimensión d es par, para

conservar las propiedades de la función de Wigner original es necesaria una

grilla de 2d × 2d puntos [32]. En este caso, se introducen redundancias en
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la representación en el espacio de fases, y es posible recuperar toda la in-

formación sobre el estado a partir de un subconjunto de d× d puntos. Esta

particularidad se traduce en la aparición de efectos de interferencia de un

estado consigo mismo, o “imágenes fantasma”.

Más recientemente, Wootters propuso una formulación de la función de

Wigner en un espacio de d× d puntos que se aplica a sistemas cuya dimen-

sión d es una potencia entera de un número primo [33]. En esta definición,

presentada y analizada con más detalle en [3], se rotulan las coordenadas del

espacio de fases con elementos del cuerpo finito GF (d), dotando al espacio

de fases de propiedades geométricas muy similares a las del caso continuo.

A partir del uso de estas propiedades en la construcción de la función de

Wigner, es posible encontrar relaciones con problemas como el de la re-

construcción tomográfica del estado o la existencia de bases del espacio de

Hilbert mutuamente “no sesgadas” o “conjugadas” [34]. Dado que en com-

putación cuántica se trata con sistemas de dimensión d = 2n, esta definición

de la función de Wigner podŕıa ser de utilidad para el análisis de problemas

en esta área (en [4] se estudian la representación de códigos de corrección

de errores y la resolución del mean king problem por medio de esta función

de Wigner).

A lo largo de este caṕıtulo se presentará la función de Wigner origi-

nal, definida para un sistema cuyo espacio de estados es un continuo, y la

generalización propuesta en [3] para sistemas con espacios de Hilbert cuya

dimensión es una potencia entera de un número primo (en especial el caso

d = 2n). Para esto, será necesario introducir previamente el espacio de fases

utilizado, y algunos conceptos relacionados con los cuerpos de Galois, cuyos

elementos rotulan las coordenadas del espacio de fases. Siguiendo los pasos

desarrollados en [3, 4], la contrucción de la función de Wigner discreta se

realizará a partir de la imposición de un conjunto de propiedades que son

esenciales en la función de Wigner continua; en este procedimiento cumplen

un rol fundamental los operadores de Pauli, identificados con las traslaciones

en el espacio de fases. Se mostrará que las ĺıneas del espacio de fases están

asociadas a estados estabilizadores del sistema de qubits; más precisamente,

los conjuntos de ĺıneas paralelas están asociados a bases ortonormales del

espacio de Hilbert formadas por estados estabilizadores, y estas bases re-

sultan ser mutuamente no sesgadas. Una vez completa la definición de la

función de Wigner, se darán ejemplos de representaciones en el espacio de

fases de distintos estados de un sistema de qubits. Finalmente, se presen-

tará un mecanismo para construir funciones de Wigner alternativas, que

pueden resultar convenientes en el estudio de problemas relacionados con

estados-grafo.
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3.1. La función de Wigner en el espacio de fases

continuo

La definición original de la función de Wigner W permite describir el es-

tado de una part́ıcula que se mueve en una dimensión; el espacio de fases de

este sistema es un plano con coordenadas reales de posición (q) y momento

(p), y W es una función que toma valores reales en este plano, proporcionan-

do un modo de representar el estado de la part́ıcula en su espacio de fases

[26]. Esta representación es ideal para la comparación del comportamiento

de un sistema clásico con su análogo cuantizado, a través del estudio de las

diferencias entre la función de Wigner y la distribución clásica de probabi-

lidad. Para cada estado, la función de Wigner contiene toda la información

que pueda obtenerse por medio de la matriz densidad, y viceversa; ambas

representaciones son equivalentes.

Una de las propiedades cruciales de la función de Wigner es que al in-

tegrar sus valores a lo largo de las rectas en el espacio de fases es posible

calcular distribuciones de probabilidad; en particular, la integral a lo largo

de las ĺıneas verticales (con q constante) permite obtener la densidad de

probabilidad para una medición de la posición, e integrar sobre q para un

valor de p constante permite hallar la densidad de probabilidad de los mo-

mentos. Sin embargo, la función de Wigner no puede interpretarse como una

densidad de probabilidad para cada punto del espacio de fases porque no es

definida positiva; por ejemplo, la función de Wigner de una superposición

coherente de paquetes gaussianos en el espacio de fases contiene términos de

interferencia que oscilan tomando valores positivos y negativos.

Para el sistema descripto, la función de Wigner se define a partir de la

matriz densidad en la forma:

W (q, p) =
1

π~

∫
〈q − x|ρ|q + x〉e2ipx/~dx (3.1)

donde {|x〉, x ∈ R} es la base de autoestados de posición; la función W

aśı definida satisface las siguientes propiedades:

1. W (q, p) es una función real.

2. El producto interno entre dos estados puede calcularse utilizando sus

funciones de Wigner, según:

Tr(ρ1ρ2) = 2π~

∫ ∫
W1(q, p)W2(q, p) dq dp (3.2)

3. La integral de la función de Wigner sobre la franja del espacio de fases

rodeada por las ĺıneas de ecuaciones aq+bp = c1 y aq+bp = c2 es igual
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a la probabilidad de obtener un resultado entre c1 y c2 en una medición

del observable aQ+ bP donde Q y P son los operadores de posición y

momento respectivamente. Una consecuencia de esta propiedad es que

W (q, p) está normalizada, esto es, su integral sobre todo el espacio de

fases vale 1.

La expresión (3.1) puede reescribirse en términos de los llamados “ope-

radores de punto” A(q, p), en la forma:

W (q, p) = Tr(ρA(q, p)) (3.3)

con

A(q, p) =
1

π~

∫
|q + x〉〈q − x|e2ipx/~dx (3.4)

Los operadores A(q, p) son hermı́ticos, tienen traza 1/(2π~) y forman una

base ortogonal para el espacio de operadores hermı́ticos. En particular, la

expansión de la matriz densidad en esta base está dada por:

ρ = 2π~

∫
W (q, p)A(q, p) dq dp (3.5)

es decir, la función de Wigner proporciona los coeficientes en el desarrollo

de ρ en términos de los operadores de punto.

Una expresión alternativa para los operadores A(q, p) los relaciona con

el operador de reflexión R (que opera en la base de posición en la forma

R|x〉 = |−x〉), según:

A(q, p) =
1

π~
T (q, p) R T (q, p) (3.6)

donde T (q, p) = e−(i/~)(qP−pQ) es el operador de traslación en (q, p) en el

espacio de Hilbert. O sea, los operadores de punto corresponden a operadores

de reflexión trasladados, cuyo valor de expectación está dado por la función

de Wigner. Esto muestra que todos los operadores de punto se relacionan a

través de traslaciones, en la forma:

A(q, p) = T (q, p)A(0, 0)T †(q, p) (3.7)

(donde A(0, 0) es proporcional al operador de reflexión R). Como conse-

cuencia, la función de Wigner es covariante frente a traslaciones, o sea, si se

traslada el estado en el espacio de Hilbert aplicando un operador T (q, p), su

función de Wigner se traslada a su vez en el espacio de fases.
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3.2. Funciones de Wigner para sistemas de qubits

usando cuerpos finitos

3.2.1. El espacio de fases y los cuerpos de Galois

Para definir la función de Wigner en un sistema de dimensión discreta,

en primer lugar es necesario definir un espacio de fases apropiado. En ana-

loǵıa con la función de Wigner continua, en este espacio de fases hay que

definir ĺıneas, y cada una de estas ĺıneas debe estar asociada a algún proyec-

tor en el espacio de Hilbert del sistema; de esta forma es posible imponer

las propiedades tomográficas de la función de Wigner continua en el caso

discreto, esto es, se puede pedir que la suma de los valores a lo largo de cada

ĺınea esté asociada a la probabilidad de obtener un cierto resultado en una

dada medición.

Por qué el caso de dimensión prima es especial

Si se tiene un sistema con dimensión d entera finita, la elección más

natural para el espacio de fases es una grilla con d × d puntos, donde las

coordenadas, que se identifican con la posición y el momento, son números

de 0 a d − 1. A continuación es necesario definir las ĺıneas en esta grilla.

En el caso continuo, en que las coordenadas son números reales, las ĺıneas

corresponden a conjuntos de puntos (q, p) que son soluciones de ecuaciones

lineales de la forma aq + bp = c, donde a, b, c ∈ R y a, b no pueden ser los

dos cero. Traduciendo esta definición al caso discreto, las ĺıneas seŕıan los

conjuntos de puntos (q, p) que satisfacen ecuaciones aq+bp = c, donde ahora

a, b, c son números enteros. Es fácil ver que para que esta definición tenga

sentido la suma y el producto no pueden ser los mismos que los definidos

para los números enteros: la ecuación q + p = 0, por ejemplo, sólo tendŕıa

una solución (el origen) aśı que correspondeŕıa a un punto y no a una ĺınea.

En cambio, es posible definir las ĺıneas como soluciones a ecuaciones lineales

donde las operaciones son módulo d. En la Figura 3.1 se muestran el espacio

de fases y todas las ĺıneas en él, agrupadas en conjuntos de ĺıneas paralelas,

o “estriaciones”, para el caso d = 2, correspondiente a 1 qubit.

Cuando d es un número primo, los números enteros de 0 a d−1 forman un

cuerpo finito, de modo que la suma y el producto módulo d son operaciones

cerradas en este conjunto de elementos, y además son inversibles (excepto la

multiplicación por cero). A consecuencia de esto las ĺıneas tienen propiedades

similares a las de las rectas en el plano R
2: dados dos puntos existe una única

ĺınea que los une; dos ĺıneas o son paralelas (esto es, los cocientes entre a y
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Figura 3.1: El espacio de fases para un sistema de dimensión 2; las coordenadas

se rotulan con los números 0, 1; las ĺıneas son los conjuntos de puntos (q, p) que son

soluciones de ecuaciones aq+bp = c, donde la suma y el producto son módulo 2. En

total hay 6 ĺıneas, agrupadas en tres estriaciones o conjuntos de ĺıneas paralelas: a)

la estriación vertical, con ĺıneas de la forma q = c; b) la estriación horizontal, con

las ĺıneas p = c; c) la estriación diagonal, formada por las ĺıneas q+ p = c. El valor

c = 0 se muestra en blanco, y c = 1 en gris.

b son iguales) o se cortan en exactamente un punto; dados un punto y una

ĺınea que no lo contiene existe una única paralela que pasa por ese punto;

dos ĺıneas paralelas distintas no comparten ningún punto; todas las ĺıneas

tienen la misma cantidad (d) de puntos.

Cuando la dimensión no es prima, el producto módulo d no es inversible:

por ejemplo, si d = 4 se tiene que 2·2 = 0, o sea, el número 2 no tiene inverso

multiplicativo. Entonces, las ĺıneas ya no tienen las bonitas propiedades del

caso en que la dimensión es prima: no existe una noción clara de paralelismo,

y no todas las ĺıneas tienen igual cantidad de puntos (ver Figura 3.2). Esto

no es una dificultad insalvable, y de hecho existen definiciones de la función

de Wigner donde las ĺıneas están definidas de esta forma. Sin embargo, las

propiedades geométricas del espacio de fases influyen en la construcción de

la función de Wigner, y algunas propiedades deseables se pierden al usar

aritmética módulo d para dimensiones no primas.

La alternativa de usar cuerpos de Galois

Cuando el sistema cuántico estudiado tiene dimensión d igual a una po-

tencia entera de un primo p (d = pn), existe un cuerpo finito con d elementos,

llamado cuerpo de Galois (GF (d)) [35]. Si d es un número primo, los ele-

mentos del cuerpo son los números de 0 a d− 1, con la suma y el producto

definidos módulo d. Cuando d = pn los elementos del cuerpo GF (d) se de-

finen a partir de los de GF (p). En primer lugar, es necesario encontrar un

polinomio P (x) con coeficientes en GF (p), de grado n, irreducible y que no

sea factor de ningún polinomio de la forma 1+xm con m < pn− 1. Un poli-
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Figura 3.2: El espacio de fases para un sistema de dimensión 4; las coordenadas

se rotulan con los números de 0 a 3; las ĺıneas son los conjuntos de puntos (q, p) que

son soluciones de ecuaciones aq + bp = c, donde la suma y el producto son módulo

4. A causa de que el producto no es inversible, las ĺıneas no tienen las propiedades

de las rectas en el plano R
2. a) La ĺınea q = 0; b) La ĺınea q = 1, no comparte

ningún punto con la anterior; c) la ĺınea q + 2p = 0, comparte dos puntos con la

primera y ninguno con la segunda; d) la ĺınea 2q = 0, tiene el doble de puntos que

las anteriores.

nomio con estas propiedades se llama el “polinomio primitivo” del cuerpo

GF (d). Una vez hallado un polinomio primitivo, se inventa un elemento ω

que satisface P (ω) = 0, al que se llama “elemento generador” del cuerpo.

Con esto es posible construir el cuerpo GF (d): sus elementos son el cero y

todas las potencias del elemento generador: {0, 1, ω, . . . , ωd−2}, y se verifica

que ωd−1 = ω0 = 1, o sea que las potencias de ω son ćıclicas.

Alternativamente, sabiendo que P (ω) = 0 pueden escribirse todos los

elementos del cuerpo como combinaciones lineales de la forma:

x =
n−1∑

j=0

xj ω
j (3.8)

donde xj es un número de 0 a p− 1. La suma de los elementos es módulo p

en los coeficientes xj; el producto de elementos del cuerpo está determinado

por la condición de que P (ω) = 0, y de que el producto de dos coeficientes es

módulo p. En total, hay d elementos en el cuerpo (correspondientes a todas

las posibles elecciones de coeficientes xj , o todas las potencias de ω más el

cero).

Por ejemplo, para el caso de dos qubits el único polinomio primitivo

posible es P (x) = x2 + x + 1; entonces, el elemento generador ω satisface

P (ω) = ω2 +ω+ 1 = 0, o sea ω2 = 1 +ω; puede verse que ω3 = ω(1 + ω) =

= ω + (1 + ω) = 1. El cuerpo tiene en total 4 elementos: {0, 1, ω, 1 + ω}.
Los elementos en la ecuación 3.8 están desarrollados en la “base canónica”

del cuerpo, Bω = {e0, . . . , en−1}, con ej = ωj. La llamada “base dual”

B̃ω = {ẽ0, . . . , ẽn−1} es la compuesta por los elementos ẽj que verifican
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tr(eiẽj) = δij . La notación de traza con minúscula refiere a la traza definida

en el cuerpo GF (d), que es una operación lineal que toma valores entre 0 y

p− 1.

Si elegimos como coordenadas (q, p) del espacio de fases a los elementos

de GF (d) (ordenados como sucesivas potencias de ω), y definimos las ĺıneas

como los conjuntos de puntos (q, p) que satisfacen ecuaciones aq + bp = c

donde a, b, c ∈ GF (d) y a, b no son los dos cero, entonces la estructura del

cuerpo garantiza que las ĺıneas definidas satisfacen todas las propiedades

enunciadas para el caso de dimensión prima. Para cada elección de los

parámetros a, b, es posible obtener un conjunto de d ĺıneas paralelas va-

riando c; esta colección de ĺıneas contiene a todos los puntos y constituye

una estriación del espacio de fases. Variando los parámetros a, b es posible

obtener d+ 1 estriaciones diferentes. En la Figura 3.3 se muestra el espacio

de fases para un sistema de dos qubits, con los puntos repartidos en tres

estriaciones diferentes.

Figura 3.3: El espacio de fases con coordenadas rotuladas utilizando elementos de

GF (4) para un sistema de dos qubits, con sus puntos repartidos en tres estriaciones

diferentes: a) la estriación vertical, correspondiente a ĺıneas de la forma q = c ; b)

la estriación horizontal, con las ĺıneas p = c; c) la estriación diagonal “principal”,

conteniendo las ĺıneas de ecuación q + p = c.

En lo sucesivo, los puntos del espacio de fases se indicarán con letras

griegas α, β, etc, en la forma α = (qα, pα). Las estriaciones se rotularán con

un ı́ndice κ, usando la notación λ(κ) para una ĺınea λ que pertenece a la

estriación κ, λ
(κ)
α para la ĺınea en la estriación κ que pasa por el punto α,

y λα,β para la ĺınea que une los puntos α y β. Las ĺıneas que pasan por el

origen, λ0,α (con α 6= 0), son los “rayos” del espacio de fases; en cada una

de las estriaciones hay un rayo. En la Figura 3.4 se muestran todos los rayos

para el caso de 2 qubits.
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Figura 3.4: Los rayos en el espacio de fases con coordenadas rotuladas utilizando

elementos de GF (4) para un sistema de dos qubits. Cada rayo se indica con un tono

de gris diferente. Hay un rayo por cada estriación, y todos los rayos se intersecan

en el origen.

3.2.2. La generalización de la función de Wigner a dimensión

discreta d = pn

Las propiedades de la función de Wigner para sistemas continuos pueden

traducirse al caso discreto en la forma:

1. W (α) es una función real.

2. El producto interno entre dos estados puede calcularse utilizando sus

funciones de Wigner según:

Tr(ρ1ρ2) ∼
∑

α

W1(α)W2(α) (3.9)

donde ∼ indica una igualdad a menos de un factor constante.

3. La suma de los valores de la función de Wigner a lo largo de una ĺınea

cualquiera λ en el espacio de fases debe ser igual a la probabilidad

de obtener en una medición el resultado correspondiente a un cier-

to proyector P (λ) asociado a esa ĺınea (P (λ) opera en el espacio de

Hilbert): ∑

α∈λ

W (α) = Tr
(
ρP (λ)

)
= pλ (3.10)

Considerando el estado totalmente mixto, ρ = 1/d I, la condición (3.10)

implica que la suma sobre cualquier ĺınea λ de los valores de W para este

estado debe ser igual a 1/d. A causa de las propiedades geométricas de las

ĺıneas, para que esto se verifique la función de Wigner de este estado debe

tener un valor de 1/d2 para todos los puntos del espacio de fases. Si se

aplica la propiedad (3.9) para el producto de este estado consigo mismo,
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puede verse que la constante de proporcionalidad debe ser igual a d, o sea

que:

Tr(ρ1ρ2) = d
∑

α

W1(α)W2(α) (3.11)

Aplicando ahora esta propiedad para el producto interno entre el estado

totalmente mixto y otro estado arbitrario, es posible recuperar la condición

de normalización de la función de Wigner, en la forma:

∑

α

W (α) = 1. (3.12)

Para que valgan simultáneamente las propiedades de normalización (3.12)

y de probabilidades (3.10) es necesario que la suma de los proyectores asocia-

dos a las d ĺıneas de una dada estriación sea igual a la identidad; para esto,

las d ĺıneas en cada estriación deben estar asociadas a d vectores ortonor-

males en el espacio de Hilbert.

Usando las propiedades geométricas del espacio de fases y la condición de

normalización es posible invertir la condición (3.10) y obtener una expresión

para el valor de la función de Wigner en cada punto en función de las

probabilidades asociadas a las distintas ĺıneas:

W (α) =
1

d

{
∑

κ

Tr
(
ρP (λ(κ)

α )
)
− 1

}
=

1

d

{
∑

κ

p
λ
(κ)
α

− 1

}
(3.13)

El valor de la función de Wigner en un punto dado, entonces, depende de

las probabilidades para los proyectores asociados a todas las ĺıneas (una de

cada estriación) que pasan por ese punto.

3.2.3. La condición de covariancia frente a traslaciones, y sus

consecuencias

También por analoǵıa con la función de Wigner continua, se requiere de

la función de Wigner discreta que sea covariante frente a traslaciones, esto

es, que al aplicar sobre un estado una traslación en el espacio de Hilbert su

nueva función de Wigner corresponda a una traslación en el espacio de fases

de la función de Wigner inicial.

La definición de las traslaciones

Las traslaciones en el espacio de fases son operaciones Tβ que actúan

sobre un punto α en la forma: Tβ α = α + β, donde la suma de puntos se

define como: α + β = (qα + qβ, pα + pβ). Al aplicar una traslación sobre

los puntos de una ĺınea, se obtiene una ĺınea paralela, o sea, en la misma
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estriación que la ĺınea original; partiendo del rayo de una dada estriación,

pueden obtenerse todas las ĺıneas paralelas a él aplicando traslaciones. En

la Figura 3.5 se muestra el efecto de aplicar una traslación T(1,ω) sobre los

puntos del rayo diagonal principal. La composición de dos traslaciones es

siempre otra traslación. Para el caso de un sistema de qubits, como los

coeficientes en la expansión (3.8) se suman módulo 2, la composición de

cualquier traslación consigo misma es igual a la identidad.

Figura 3.5: Las traslaciones en el espacio de fases son operadores Tβ que mapean

cada ĺınea en otra (o la misma) en la misma estriación. a) El rayo diagonal principal.

b) El resultado luego de aplicar la traslación T(1,ω) es otra ĺınea “paralela” a la

anterior.

Estas traslaciones en el espacio de fases deben asociarse a traslaciones

en el espacio de Hilbert, que pueden definirse como operadores de Pauli

generalizados. El caso en que p es un número primo impar puede tratarse

en forma similar al de un sistema compuesto por qubits, con operadores

de Pauli generalizados a la dimensión requerida. De ahora en adelante el

desarrollo se refiere sólo a sistemas de qubits, para los que los operadores de

traslación se definen en la forma:

T (~q, ~p) = σ~q,~p = X~qZ~pei
π
2
~q·~p (3.14)

Las propiedades de los operadores de Pauli se describen en la sección 2.2.

Al igual que ocurre con las traslaciones en el espacio de fases, el cuadrado

de una traslación en el espacio de Hilbert es igual a la identidad. Además,

la composición de traslaciones es otra traslación, pero a menos de una fase

(±1,±i); en consecuencia, a diferencia de lo que sucede con las traslaciones

en el espacio de fases, las traslaciones en el espacio de Hilbert pueden con-

mutar o anticonmutar.
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Consecuencias de imponer la covariancia

Para relacionar las traslaciones T(q,p) en el espacio de fases con las trasla-

ciones T (~q, ~p) en el espacio de Hilbert es necesario establecer una relación

entre los elementos (q, p) del cuerpo GF (d) y las n-uplas (~q, ~p). Una vez

determinada esta relación, la condición de covariancia frente a traslaciones

implica que la asociación entre ĺıneas del espacio de fases y proyectores debe

satisfacer:

P (T(q,p) λ) = T (~q, ~p)P (λ)T †(~q, ~p) (3.15)

para toda ĺınea λ y para cualquier traslación T(q,p). Esto quiere decir que al

trasladar una ĺınea del espacio de fases se obtiene otra ĺınea cuyo proyector

asociado corresponde a una traslación en el espacio de Hilbert del proyector

de la ĺınea original.

Consideremos una estriación cualquiera, cuyas ĺıneas son de la forma

aq + bp = c con a, b fijos y c ∈ GF (d). Estas ĺıneas son invariantes frente

a traslaciones de la forma T(bωj ,aωj), para cualquier j = 0, . . . , d − 2. Los

puntos (bωj , aωj), unidos al (0, 0), forman el rayo de esta estriación (ya

que todos estos puntos satisfacen la ecuación aq + bp = 0). La condición de

covariancia (3.15) implica que los proyectores correspondientes a las ĺıneas

en esta estriación deben ser autoestados del conjunto de traslaciones en el

espacio de Hilbert asociadas a las traslaciones T(bωj ,aωj) en el espacio de

fases. Esto es, las d ĺıneas en esta estriación tienen que estar asociadas a

la base ortonormal del espacio de Hilbert compuesta por los autoestados

comunes de los operadores T (~q, ~p) correspondientes a puntos (bωj , aωj) en

el rayo de la estriación. Y para que esto sea posible, los d− 1 operadores de

esta forma deben conmutar.

En resumen:

1. Para cada punto (q, p) en el espacio de fases existe una traslación en

el espacio de fases T(q,p), que está asociada a una traslación T (~q, ~p)

en el espacio de Hilbert; los operadores de traslación en el espacio de

Hilbert son los operadores de Pauli generalizados.

2. El conjunto de d puntos en cada rayo debe estar asociado a un conjunto

de d operadores de Pauli que conmutan (el origen corresponde a la

identidad).

3. Cada estriación está asociada a una base ortonormal de autoestados

comunes de los operadores de Pauli correspondientes al rayo de esa

estriación.
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Dado que hay d + 1 rayos, los d2 − 1 operadores de Pauli T (~q, ~p) no

triviales quedan agrupados en d+ 1 conjuntos, cada uno conteniendo d− 1

operadores que conmutan. Usando las propiedades de las matrices de Pauli

es posible demostrar que las d + 1 bases asociadas a estos d + 1 conjuntos

resultan ser mutuamente conjugadas, o sea, verifican:

Tr
(
P (λ(κ))P (λ(κ′))

)
=

1

d
∀κ 6= κ′ (3.16)

Esto es, las bases son mutuamente conjugadas si cada estado en una de las

bases puede escribirse como una superposición de los d estados de cualquiera

de las otras bases, en que los d coeficientes son iguales en módulo. Equiva-

lentemente, si sobre un estado de una de las bases se realiza una medición

que proyecta sobre cualquiera de las otras bases, todos los resultados tienen

igual probabilidad [34].

Cómo se construyen los conjuntos de operadores de Pauli que

conmutan

Para seguir adelante en la construcción es necesario determinar una

relación entre los puntos (q, p) y las n-uplas (~q, ~p) en forma tal que los

operadores T (~q, ~p) asociados a cada rayo conmuten. A partir de una matriz

binaria M , es posible construir conjuntos de d− 1 operadores de Pauli que

conmutan, dados por:

S
(~b,~a)

=
{
T (~bM j ,~aM̃ j) j = 0, 1, . . . , d− 2

}
, (3.17)

donde M̃ es la transpuesta de M , y ~a, ~b son n-uplas binarias (fijas para

cada uno de los conjuntos). Para cualquier matriz M , los operadores en

S
(~b,~a)

conmutan; para que, agregando la identidad (y a menos de un signo

±1), formen un grupo con d elementos distintos, la matriz M debe ser el

elemento generador de una representación matricial de GF (d). Las razones

se explican a continuación:

En primer lugar, si se tienen dos operadores en S
(~b,~a)

, su producto es de

la forma:

T (~bM j,~aM̃ j) T (~bM j′ ,~aM̃ j′) ∼ T
(
~b(M j +M j′),~a(M̃ j + M̃ j′)

)
(3.18)

donde ∼ indica que el resultado es a menos de una fase global. Para que,

para cualquier elección de las n-uplas ~a, ~b, el producto de dos operadores

distintos en S
(~b,~a)

pertenezca también al conjunto, es necesario que M sea

tal que para cualquier par de enteros distintos j, j ′ entre 0 y d− 2, exista un
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tercer entero j ′′ (diferente de los anteriores, y en el mismo rango), tal que

M j +M j′ = M j′′ (y por lo tanto también M̃ j + M̃ j′ = M̃ j′′).

Para que además todos los elementos en cada conjunto sean no triviales

y no se repitan, las sucesivas potencias M j con j = 0, . . . , d − 2 deben ser

matrices no nulas y diferentes entre śı.

Supongamos que M satisface estos requisitos; veamos que entonces re-

sulta Md−1 = I. En primer lugar, para cualquier j entre 0 y d − 3, existe

algún k entre 0 y d− 2 tal que:

M j +Md−2 = Mk (3.19)

Como todas las matrices en esa expresión son no nulas, k no puede ser igual

a j ni a d − 2. Se puede concluir entonces que entre 0 y d − 3 existen dos

números k, j diferentes tales que:

Md−2 = Mk +M j (3.20)

Multiplicando esa expresión por M se tiene que:

Md−1 = Mk+1 +M j+1 = M l (3.21)

con l entre 0 y d− 2 (donde se usa que k + 1 y j + 1 están entre 0 y d− 2).

Si l 6= 0, se tiene que:

Md−1 +M l = (Md−2 +M l−1)M = 0 (3.22)

pero como existe un m entre 0 y d−3 tal que M d−2 +M l−1 = Mm, entonces

esto quiere decir que:

MmM = Mm+1 = 0 (3.23)

o sea, que la potencia (m+ 1)-ésima de M es nula; como m+ 1 está entre 1

y d−2, esto contradice las hipótesis anteriores y por lo tanto debe ser l = 0,

o sea que:

Md−1 = M0 = I (3.24)

Resumiendo, se tiene que para que los conjuntos S(~b,~a) contengan cada

uno d − 1 operadores de Pauli que conmutan distintos y no triviales, la

matriz M involucrada en la construcción tiene que ser tal que los elementos

{0,M0,M1, . . . ,Md−2} se comporten como los elementos del cuerpo GF (d),

o sea, M debe ser un elemento generador para la representación matricial

del cuerpo.
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La asociación entre estriaciones y bases del espacio de Hilbert

Si se tiene una matriz M con las propiedades descriptas, es posible aso-

ciar cada rayo a un conjunto de operadores de Pauli que conmutan, ma-

peando las coordenadas de los puntos en un mismo rayo a n-uplas en la

forma:

q = bωj → ~q = ~bM j , (3.25)

p = aωj → ~p = ~aM̃ j . (3.26)

Por simplicidad conviene elegir la asociación entre a y ~a, b y ~b de forma

tal que a = b = 1 se corresponda con ~a = ~b = ~1, donde ~1 = (1, 0, . . . , 0) (la

asociación resultante entre estriaciones y bases no depende de esta elección).

De esta manera, para los puntos con coordenadas no nulas se tiene:

qj = ωj → ~qj = ~1M j , (3.27)

pj = ωj → ~pj = ~1M̃ j . (3.28)

Las únicas n-uplas restantes son las compuestas por n ceros, que natural-

mente se asocian a las coordenadas q, p nulas.

En definitiva, una estriación con ĺıneas de la forma aq + bp = 0 queda

asociada a la base ortonormal de autoestados del conjunto de operadores

de Pauli T (~bM j,~aM̃ j). De este modo, la estriación vertical (b = 0) queda

asociada a la base de autoestados de los operadores T (~0, ~p), que es la base

computacional, en tanto que la estriación horizontal (a = 0) corresponde

a los autoestados de los operadores T (~q,~0) (la “base X”). Las estriaciones

oblicuas resultan asociadas a bases de autoestados de operadores de Pauli

que son productos de Xs y Zs.

Una de las opciones para la matriz M , que se usará de aqúı en adelante,

es la llamada “matriz compañera” del polinomio primitivo del cuerpo [4].

Para esta elección, las componentes de la n-upla ~q asociada al elemento q son

las de la expansión de q en la base canónica del cuerpo, o sea, la n-upla ~1M j

está formada por los coeficientes del desarrollo de ωj en la base canónica

Bω. Para las coordenadas de momento, se utilizan las componentes de p en

una base múltiplo de la base dual B̃ω, o sea, la n-upla ~1M̃ j contiene los

coeficientes de la expansión de ωj en esta base. Si el polinomio primitivo es

de la forma Pn(x) = 1 + r1x + r2x
2 + . . . + xn, su matriz compañera es la

siguiente:

M =




0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

1 r1 r2 . . . rn−1




(3.29)
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3.2.4. La elección de la grilla cuántica

Establecida de esta manera la relación entre cada estriación del espacio

de fases y una base del espacio de Hilbert, queda por definir cuál de los

estados en cada base corresponde a cada una de las ĺıneas en su estriación

asociada. Dada una cierta estriación, al rayo en ella se le puede asignar

cualquiera de los d estados en la base correspondiente, pero una vez hecha

esta elección la condición de covariancia traslacional determina cuáles son

los estados asociados a las demás ĺıneas en la misma estriación. Dado que

hay d+ 1 estriaciones, el número total de asociaciones posibles entre ĺıneas

y estados es dd+1. Cada una de ellas constituye una “grilla cuántica”, y

conduce a una definición diferente de la función de Wigner. Cada asociación

es equivalente a otras d2 − 1, que difieren de ella en sólo una traslación; por

lo tanto, hay dd−1 grillas cuánticas no equivalentes [3]. Un modo conveniente

de restringir las equivalencias consiste en fijar los estados en las estriaciones

horizontal y vertical de tal forma que las n-uplas asociadas a las coordenadas

de cada ĺınea correspondan a los autovalores para las matrices de Pauli X

o Z, respectivamente, sobre cada qubit; por ejemplo, la ĺınea vertical con

~q = (1, 0, . . . , 0) tendŕıa autovalor −1 para Z(1) y +1 para Z sobre los otros

qubits. Esto equivale a establecer que el rayo de la estriación horizontal

(vertical) tiene autovalor +1 para la aplicación de X (Z), sobre cualquier

qubit. Impuesta esta condición, las dd−1 grillas cuánticas que la satisfacen

son no equivalentes, y corresponden a todas las posibles elecciones de estados

para los rayos oblicuos.

3.2.5. Representación de algunos estados sencillos

Para una dada elección de grilla cuántica, la definición de la función de

Wigner (3.13) permite calcular fácilmente la representación en el espacio de

fases de algunos estados sencillos (ver Figura 3.6). Por ejemplo, como ya se

mencionó en la subsección 3.2.2, la función de Wigner para el estado total-

mente mixto corresponde a una distribución uniforme, tomando para todos

los puntos el valor de 1/d2. Para los estados que están asociados a alguna de

las ĺıneas del espacio de fases, la representación es particularmente simple:

usando el hecho de que las bases asociadas a las diferentes estriaciones son

mutuamente conjugadas (3.16), puede verse que la función de Wigner de un

estado asociado a una ĺınea vale 1/d en todos los puntos de la ĺınea, y 0

fuera de ella.

Es conveniente observar que los estados asociados a las ĺıneas son estados

estabilizadores, ya que son autoestados de un conjunto de d operadores de
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Figura 3.6: La representación en el espacio de fases con coordenadas en GF (d) de

algunos estados sencillos. El negro corresponde a valores positivos y el blanco, a ne-

gativos. a) El estado máximamente mixto corresponde a una distribución uniforme

con valor 1/d2. b) y c) Los estados asociados a ĺıneas del espacio de fases tienen

funciones de Wigner que son nulas fuera de las ĺıneas correspondientes, y valen 1/d

sobre ellas.

Pauli generalizados. Entonces, hemos identificado un conjunto de estados

estabilizadores cuya representación en el espacio de fases es particularmente

sencilla. Sin embargo, es fácil notar que hay estados estabilizadores que no

corresponden a ninguna ĺınea en el espacio de fases (en el caso de dos qubits,

los estados de Bell proporcionan un ejemplo); estos estados estabilizadores

en general no tienen una representación simple en términos de su función de

Wigner.

3.2.6. Los operadores de punto

Una vez elegida una dada grilla cuántica, la condición (3.13) determi-

na completamente la función de Wigner. Al igual que en el caso continuo,

la función de Wigner puede interpretarse como el conjunto de valores de

expectación para los operadores de punto, definidos según:

W (α) = Tr
(
ρA(α)

)
(3.30)

A(α) =
1

d

{∑

κ

P (λ(κ)
α ) − I

}
= T (α)A(0)T (α) (3.31)

donde en la última igualdad se hace uso de la condición de covariancia

frente a traslaciones, y se incorpora en la notación la relación entre puntos

del espacio de fases y n-uplas, esto es, T (α) ≡ T (~qα, ~pα).

Estos operadores de punto tienen traza 1/d y, al igual que los del caso

continuo, forman una base ortogonal para el espacio de operadores hermı́ticos,
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con su producto interno dado por:

Tr
(
A(~q, ~p) A(~q ′, ~p ′)

)
=

1

d
δ(~q − ~q ′) δ(~p− ~p ′) (3.32)

Por lo tanto, a partir de la ecuación (3.30) puede obtenerse ρ en términos

de los operadores de punto:

ρ = d
∑

α

W (α)A(α) (3.33)

En forma similar, los operadores de traslación pueden escribirse en térmi-

nos de los operadores de punto, y viceversa. Los coeficientes en este desarrollo

están dados por el producto:

Tr
(
A(α)T (β)

)
= Tr

(
T (α)A(0)T (α)T (β)

)
=

= (−1)α∧β Tr
(
A(0)T (β)

)
(3.34)

donde se usa la notación α∧β = ~qα · ~pβ − ~qβ · ~pα, y la ecuación para conmu-

tar operadores de traslación (2.11). Definiendo un conjunto de constantes

dependientes de la grilla cuántica fβ = d Tr
(
A(0)T (β)

)
resulta:

Tr
(
A(α)T (β)

)
=

(−1)α∧β

d
fβ (3.35)

Con lo cual el desarrollo de los operadores de punto en términos de las

traslaciones está dado por:

A(α) =
1

d2

∑

β

(−1)α∧βfβ T (β) (3.36)

donde se usa también la ecuación (2.14) para la traza de un producto de

operadores de Pauli.

El cálculo de las constantes fβ puede realizarse de la siguiente manera:

para β = 0, la ecuación 3.35 implica f0 = 1 (porque la traza de A(0) vale

1/d); para β 6= 0, se tiene el estado asociado al rayo que pasa por el punto β,

P (λ0,β), que es autoestado del operador de traslación T (β) con autovalor:

Tr
(
P (λ0,β)T (β)

)
=
∑

α∈λ0,β

Tr
(
A(α)T (β)

)
=
∑

α∈λ0,β

(−1)α∧β

d
fβ (3.37)

donde se usa la expansión (3.33) del estado P (λ0,β) en términos de los o-

peradores de punto y el hecho de que la función de Wigner del proyector

asociado a una ĺınea toma un valor de 1/d sobre la ĺınea y es nula fuera de
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ella. Dado que la suma es sobre puntos α que están en el mismo rayo que β,

los operadores T (α) y T (β) conmutan, y entonces resulta α∧β = 0 (mod 2);

por lo tanto:

Tr
(
P (λ0,β)T (β)

)
=
∑

α∈λ0,β

1

d
fβ = fβ (3.38)

O sea, las constantes fβ corresponden a los autovalores de los estados aso-

ciados a los rayos, y determinan la grilla cuántica en forma redundante, ya

que para cada rayo sólo es necesario indicar n autovalores (las fβ no son

independientes).

3.2.7. Función de Wigner de estados estabilizadores

De acuerdo a lo enunciado en la sección 2.3, dado un estado estabilizador

ρ existen d operadores de Pauli generalizados T (µ) que conmutan tales que:

T (µ)ρ = gµρ, gµ = ±1 (3.39)

Por brevedad, se usará la notación µ ∈ S para indicar un punto µ del

espacio de fases tal que gµT (µ) estabiliza al estado ρ. La matriz densidad

puede desarrollarse en términos de sus estabilizadores según (2.17):

ρ =
1

d

∑

µ∈S

gµT (µ) (3.40)

Utilizando esta expresión, la definición de la función de Wigner en térmi-

nos de los operadores de punto (3.30) y el desarrollo de éstos en función de

las traslaciones (3.36), puede obtenerse para la función de Wigner de ρ:

W (α) =
1

d3

∑

β

∑

µ∈S

(−1)α∧β fβ gµ Tr
(
T (µ)T (β)

)
=

=
1

d2

∑

µ∈S

(−1)α∧µ fµ gµ (3.41)

Dado un punto α ∈ S, resulta α ∧ µ = 0 ∀µ ∈ S (ya que los operadores

de traslación asociados a los puntos α y µ estabilizan a ρ, y entonces deben

conmutar); por lo tanto la función de Wigner en α resulta igual a:

W (α) =
1

d2

∑

µ∈S

fµ gµ, ∀ α ∈ S (3.42)

de donde se ve que el valor de la función de Wigner es el mismo en cualquier

punto α ∈ S. Esto es necesario ya que el estado es autoestado de las trasla-

ciones T (µ) con µ ∈ S, aśı que su función de Wigner debe ser invariante

frente a las traslaciones asociadas Tµ en el espacio de fases.
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Una representación particularmente conveniente del estado ρ en el es-

pacio de fases se obtiene si se elige la grilla cuántica de forma tal que se

verifique fµ = gµ ∀µ ∈ S. En este caso la función de Wigner toma un

valor igual a 1/d en todos los puntos α ∈ S, mientras que para cualquier

otro punto α /∈ S la función de Wigner se anula, ya que la mitad de los

estabilizadores de ρ conmuta con T (α) (o sea, α ∧ µ = 0) y la otra mitad

anticonmuta (α ∧ µ = 1).

En la Figura 3.7 se muestra la representación, para esta elección de

grilla cuántica, del estado de Bell |φ+〉 = (1/
√

2)(|00〉+ |11〉), y de los demás

estados de Bell obtenidos a partir de éste mediante traslaciones. El estado

de Bell |φ+〉 es estabilizado por los operadores Z(1)Z(2), X(1)X(2), y sus

productos. Los puntos µ ∈ S son, por lo tanto: (00, 00) –el origen–, (00, 11)

– el producto de Zs–, (11, 00) – el producto de Xs– y (11, 11) – el producto

de Y s, o sea Xs y Zs. Estos puntos corresponden a las “esquinas” del espacio

de fases. Para la elección “conveniente” de la grilla cuántica, la función de

Wigner de |φ+〉 valdrá 1/4 en estas esquinas y 0 en el resto de los puntos.

Figura 3.7: La representación de los estados de Bell en la grilla cuántica “con-

veniente” para el estado |φ+〉 = (1/
√

2)(|00〉 + |11〉). El gris corresponde al valor

cero de la función de Wigner, y el negro a 1/4. a) El estado |φ+〉; a causa de la

grilla cuántica elegida, su función de Wigner es distinta de cero sólo en los puntos

asociados a los operadores en su estabilizador. Las representaciones de los demás

estados de Bell pueden obtenerse trasladando |φ+〉, según: b) |φ−〉 = Z(1)|φ+〉; c)

|ψ+〉 = X(1)|φ+〉; d) |ψ−〉 = Z(1)X(1)|φ+〉. Los estados de Bell son autoestados

de los operadores Z(1)Z(2) y X(1)X(2); por lo tanto, sus funciones de Wigner son

invariantes frente a las traslaciones asociadas en el espacio de fases (cuyas acciones

sobre la función de Wigner corresponden a reflexiones respecto de los ejes horizontal

y vertical en medio del espacio de fases).

3.2.8. Funciones de Wigner a medida para los estados-grafo

Un paso esencial en la definición de la función de Wigner es la elección

de operadores de traslación en el espacio de Hilbert y su identificación con
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operadores de traslación en el espacio de fases. Las bases asociadas a cada

estriación resultan determinadas por la elección de los operadores de Pauli

y de la relación entre los elementos del cuerpo de Galois (q, p) y las n-uplas

(~q, ~p). Al elegir los operadores de traslación como operadores de Pauli de la

forma T (~q, ~p) = σ~q,~p, las traslaciones verticales se identifican con productos

tensoriales de operadores Z, las horizontales con productos de operadores

X, y las oblicuas con productos que contienen Zs y Xs. En consecuencia, la

estriación vertical queda asociada a la base computacional, la horizontal a la

base X, y las oblicuas a bases de estados estabilizadores que son conjugadas

a las anteriores. Esta elección de los operadores de traslación, entonces,

garantiza que las estriaciones horizontal y vertical están asociadas a bases

separables del espacio de Hilbert, compuestas por estados producto de los

distintos qubits.

Sin embargo, existen otras elecciones posibles para los operadores de

traslación T (~q, ~p) que también permiten construir una función de Wigner

covariante frente a las traslaciones. En particular, si en lugar del conjunto

de operadores X(i) y Z(i) se eligen otros operadores de Pauli X ′
i y Z ′

i con

las mismas relaciones de conmutación y anticonmutación que los anteriores

(donde el operador i-ésimo no necesariamente actúa sólo sobre el qubit i),

pueden definirse las traslaciones en el espacio de Hilbert en la forma:

T ′(~q, ~p) =
n∏

i=1

X ′
i
qiZ ′

i
piei

π
2
qipi = X ′~qZ ′~pei

π
2
~q·~p (3.43)

En este caso, la construcción de las bases asociadas a las distintas es-

triaciones, y de la función de Wigner a partir de ellas, puede realizarse en

la misma forma que antes; cada estriación quedará asociada a una base

diferente del espacio de Hilbert, y las distintas bases seguirán siendo mutua-

mente conjugadas. Existe por lo tanto una enorme libertad en la definición

de la función de Wigner, pero por supuesto no todas las elecciones posi-

bles serán convenientes para analizar problemas de computación cuántica.

Por ejemplo, la base computacional es una base “privilegiada” y en general

será conveniente asociarla a las ĺıneas verticales. Sin embargo, para las ĺıneas

horizontales puede ser mejor elegir alguna otra base en lugar de la X.

Un ejemplo lo proporcionan los problemas relacionados con un dado

estado-grafo; el estado-grafo se define en la forma explicada en la sección

2.4, y su estabilizador es generado por los operadores Si que aplican X

sobre el vértice i-ésimo y Z sobre todos sus vecinos. Es posible definir los
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operadores X ′
i y Z ′

i en la forma:

X ′
i = Si = X(i)

∏

j

Z
Γi,j
(j)

(3.44)

Z ′
i = Z(i) (3.45)

Estos operadores tienen las relaciones de conmutación y anticonmutación

deseadas, y por lo tanto se pueden usar para construir las traslaciones en la

forma (3.43). Las distintas estriaciones en el espacio de fases se relacionarán

ahora con otras bases. En particular la base vertical seguirá siendo la base

computacional, pero la horizontal ahora estará compuesta por los autoes-

tados comunes a los operadores Si; el rayo horizontal será el estado-grafo,

y las otras ĺıneas horizontales serán los autoestados de los Si con autova-

lores distintos. Estas otras ĺıneas horizontales pueden obtenerse aplicando

traslaciones verticales sobre el rayo, o sea aplicando operadores Z sobre los

distintos qubits en el estado-grafo.

En términos de los nuevos operadores de traslación, la función de Wigner

puede escribirse en la forma:

W ′(α) = Tr
(
ρA′(α)

)
(3.46)

A′(α) =
1

d2

∑

β

(−1)α∧βf ′β T
′(β) (3.47)

(donde también las constantes fβ deben ser redefinidas, como autovalores

de las nuevas traslaciones).

Como ejemplo, consideremos el estado-grafo asociado a una cadena li-

neal de tres qubits. Este estado es estabilizado por los operadores de Pauli

X(1)Z(2), Z(1)X(2)Z(3), Z(2)X(3), y sus productos. Como se indica en la sub-

sección 3.2.7, en la definición estándar de la función de Wigner usando cuer-

pos de Galois es posible elegir una grilla cuántica tal que la función de

Wigner del estado valga 1/d en los puntos asociados a su estabilizador, y se

anule en el resto de los puntos. La función de Wigner que resulta se mues-

tra en la Figura 3.8.a. Alternativamente, es posible redefinir la función de

Wigner en la forma explicada en esta sección, de modo que las traslaciones

horizontales estén asociadas a los estabilizadores del grafo. Con esta elección,

el estado-grafo es el proyector asociado al rayo horizontal, y por lo tanto su

función de Wigner vale 1/d sobre este rayo, y es nula en los otros puntos.

Esta versión de la función de Wigner se muestra en la Figura 3.8.b.
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Figura 3.8: La representación del estado-grafo asociado a una cadena lineal de

tres qubits, para dos definiciones diferentes de la función de Wigner. En los pun-

tos en gris, la función de Wigner tiene valor cero, y en los negros vale 1/8. a) En

la definición usual usando cuerpos de Galois, es posible elegir una grilla cuántica

“conveniente” de forma tal que la función de Wigner sólo es no nula en los pun-

tos asociados al estabilizador del estado-grafo. b) Si se redefinen las traslaciones

horizontales, identificándolas con los estabilizadores del estado-grafo, éste resulta

asociado al rayo horizontal, y su función de Wigner sólo es no nula en los puntos

pertenecientes a ese rayo. En ambos casos, la función de Wigner es invariante frente

a las traslaciones que estabilizan al estado; en la Figura a, estas traslaciones son

oblicuas, mientras que en la b son horizontales.
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Caṕıtulo 4

Positividad de la función de

Wigner discreta

De acuerdo a lo comentado en la sección 3.1, la función de Wigner con-

tinua, aún a pesar de conducir a las probabilidades marginales correctas,

no puede ser interpretada como una densidad de probabilidad a ráız de

que puede tomar valores negativos. De hecho, estos valores negativos de la

función de Wigner son t́ıpicos de las interferencias en los estados cuánticos,

sugiriendo cierta “clasicalidad” de los estados cuyas funciones de Wigner son

positivas. Al superponer paquetes gaussianos en el espacio de fases, por ejem-

plo, aparecen términos de interferencia que toman valores negativos cuando

la superposición es coherente, y en cambio en una superposición estad́ıstica

no hay efectos de interferencia y la función de Wigner es no negativa.

Las distintas funciones de Wigner propuestas para el caso discreto tam-

poco son definidas positivas; el conjunto de estados con funciones de Wigner

positivas depende de la función de Wigner elegida. Si se estudian sistemas

con dimensión d = pn en un espacio de fases con coordenadas en el cuerpo

GF (d), no existe una única definición de la función de Wigner sino clases de

posibles funciones, donde las distintas definiciones corresponden a distintas

elecciones de los operadores de traslación y de la grilla cuántica. Para cada

definición de las traslaciones, los estados cuya función de Wigner es no nega-

tiva para cualquier grilla cuántica tienen una caracterización sencilla: todos

ellos son combinaciones estad́ısticas de los estados estabilizadores asociados

a las distintas ĺıneas del espacio de fases. Esta propiedad de la función de

Wigner discreta definida utilizando cuerpos de Galois fue conjeturada por

E. Galvao [5] y demostrada como parte del trabajo de esta tesis.

En este caṕıtulo se estudiará, entonces, el conjunto de estados cuya fun-

ción de Wigner es no negativa para cualquier elección de la grilla cuántica,
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y se demostrará la “conjetura de Galvao”, que establece que este conjun-

to está formado por todas las combinaciones convexas de los proyectores

asociados a las ĺıneas en el espacio de fases. A continuación, se mostrarán

algunos operadores unitarios que mapean estados en este conjunto en otros

estados del mismo conjunto, preservando la propiedad de no negatividad

de la función de Wigner en cualquier grilla cuántica. Los resultados de este

caṕıtulo se encuentran también en [36].

4.1. Caracterización de los estados con función de

Wigner no negativa en toda grilla cuántica

En lo sucesivo se llamará “totalmente positiva” a la función de Wigner

de un estado cuando es no negativa en toda grilla cuántica. A lo largo de este

caṕıtulo, se considerará fija la elección del operador de Pauli generalizado

identificado con cada traslación T (~q, ~p) en el espacio de Hilbert. Entonces,

las diferentes grillas cuánticas corresponden a las mismas asociaciones entre

estriaciones y bases del espacio de Hilbert, pero distintas asociaciones entre

cada uno de los rayos y un estado de la base correspondiente. El objetivo de

esta sección es demostrar que, para una elección determinada de los opera-

dores de traslación, un estado tiene función de Wigner totalmente positiva si

y sólo si su matriz densidad es una combinación convexa de los proyectores

P (λ) asociados a las d(d+ 1) ĺıneas en el espacio de fases, o sea, si y sólo si

es una combinación lineal de estos proyectores de la forma:

ρ =
∑

λ

cλP (λ) (4.1)

donde todos los coeficientes cλ son no negativos.

En primer lugar, es fácil ver que las combinaciones convexas de proyec-

tores P (λ) tienen funciones de Wigner totalmente positivas. De acuerdo a

lo explicado en la subsección 3.2.5, los estados asociados a ĺıneas del espacio

de fases tienen funciones de Wigner no negativas (que valen 1/d sobre la

ĺınea, y cero fuera). Estos estados son los mismos en todas las posibles gri-

llas cuánticas, y aunque la identificación de cada estado con una dada ĺınea

depende de la grilla cuántica, la positividad se verifica para cualquiera de las

asociaciones posibles. Dado que la función de Wigner (3.13) es lineal frente a

combinaciones lineales de matrices densidad, un estado que es combinación

convexa de los proyectores asociados a las distintas ĺıneas tiene también una

función de Wigner no negativa, cualquiera sea la grilla cuántica elegida.

A continuación, se demostrará la afirmación rećıproca: los únicos estados

con función de Wigner totalmente positiva son las combinaciones convexas
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de los proyectores asociados a ĺıneas. Estos proyectores forman un conjun-

to linealmente dependiente, ya que la suma de todos los proyectores en

cualquiera de las bases es igual a la identidad. Como se hace notar en la

subsección 3.2.6, el conjunto de los d operadores de punto A(α) forma una

base para las matrices hermı́ticas de d × d. A su vez, los operadores A(α)

son combinaciones lineales de operadores de proyección P (λ) (en la ecuación

(3.31) puede reemplazarse la identidad por cualquier suma de proyectores

en la misma base). Por lo tanto, cualquier estado ρ puede descomponerse en

términos de los proyectores P (λ) en la forma (4.1), con coeficientes reales

que pueden ser negativos. Como la suma sobre los proyectores de cualquier

estriación es igual a la identidad, el conjunto de proyectores P (λ) es sobre-

completo y la descomposición (4.1) no es única: dadas dos estriaciones κ1

y κ2, es posible redefinir todos los coeficientes asociados a ĺıneas en dichas

estriaciones en la forma:




c(λ(κ1)) → c(λ(κ1)) + x

c(λ(κ2)) → c(λ(κ2)) − x

(4.2)

con x cualquier número real, obteniendo una expansión distinta para el

mismo estado.

La condición de traza 1 para ρ se traduce en:

∑

λ

c(λ) = 1 (4.3)

Insertando la expresión (4.1) en la función de Wigner dada por (3.13),

se tiene:

W (α) =
1

d

{
∑

κ

∑

λ′

c(λ′) Tr
(
P (λ′)P (λ(κ)

α )
)
− 1

}
(4.4)

Usando el hecho de que las bases son mutuamente no sesgadas, resulta

que si λ′ no está en la estriación κ-ésima, entonces:

Tr
(
P (λ′)P (λ(κ)

α )
)

=
1

d
∀λ′ /∈ {λ(κ)} (4.5)

mientras que porque las bases son ortonormales, se tiene que si λ′ está en la

estriación κ-ésima se tiene:

Tr
(
P (λ′)P (λ(κ)

α )
)

=

{
1, si λ′ = λ

(κ)
α

0, si λ′ 6= λ
(κ)
α

(4.6)
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Por lo tanto, la condición de que la función de Wigner de ρ sea no

negativa en todo punto es equivalente a:

∑

κ

{
c(λ(κ)

α ) +
∑

λ′ /∈{λ(κ)}

c(λ′)

d

}
= (4.7)

=
∑

κ

c(λ(κ)
α ) +

∑

κ

∑

λ′ /∈{λ(κ)}

c(λ′)

d
≥ 1 ∀α

En la segunda sumatoria, el coeficiente de cada ĺınea λ′ del espacio de fases

aparece en la suma d veces, con lo cual la ecuación puede reescribirse en la

forma: ∑

κ

c(λ(κ)
α ) + d

∑

λ′

c(λ′)

d
≥ 1 ∀α (4.8)

Utilizando la normalización de ρ (4.3), se obtiene:

∑

κ

c(λ(κ)
α ) ≥ 0 ∀α (4.9)

Esta condición debe verificarse para cualquier grilla cuántica, o sea, para

cualquier asociación entre el rayo de cada estriación y un estado de la base

correspondiente. Esto quiere decir que la última desigualdad debe valer para

cualquier suma de d + 1 coeficientes asociados a d + 1 proyectores, con tal

de que se tome uno de cada una de las bases. En particular, pueden elegirse

los menores coeficientes de cada estriación, c
(κ)
mı́n, para los que se verifica:

∑

κ

c
(κ)
mı́n ≥ 0 (4.10)

Si existen estriaciones en las que el menor coeficiente es negativo, en-

tonces claramente por la condición anterior debe existir al menos una en

la que el menor coeficiente sea positivo. Separando las estriaciones según

este criterio, y llamando κ− a aquéllas en las que el coeficiente mı́nimo es

negativo y κ+ a las restantes, se tiene:

∑

κ+

c
(κ)
mı́n ≥

∑

κ−

|c(κ)
mı́n| (4.11)

Esto implica que en cada una de las estriaciones en las que el menor

coeficiente sea menor que cero pueden incrementarse todos los coeficientes

en la forma:

c(λ(κ)) → c(λ(κ)) − c
(κ)
mı́n (4.12)
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y simultáneamente restar a los coeficientes de las otras estriaciones lo nece-

sario para compensar el incremento anterior, de modo de obtener una expan-

sión distinta para el mismo estado, conteniendo sólo coeficientes no negati-

vos. Un modo expĺıcito de llegar a una nueva expansión de la forma deseada

es el siguiente: se define una cantidad no negativa x dada por:

x =
1

d+ 1

∑

κ

c
(κ)
mı́n (4.13)

y luego se redefinen los coeficientes de todas las estriaciones según:

c(κ) → c′(κ) = c(κ) − c
(κ)
mı́n + x (4.14)

De esta forma, a todos los coeficientes en una misma estriación se les suma

la misma cantidad, y la suma de todos los coeficientes mantiene su valor,

con lo cual la ecuación (4.14) proporciona un desarrollo alternativo para

ρ. Dicho desarrollo sólo contiene coeficientes no negativos y puede por lo

tanto interpretarse en términos de una combinación probabiĺıstica de los

proyectores P (λ). Con esto queda demostrada la conjetura.

En conclusión, los únicos estados cuyas funciones de Wigner son no ne-

gativas en cualquier grilla cuántica son las combinaciones convexas de los

proyectores asociados a las ĺıneas. Los únicos estados puros en este conjunto,

por lo tanto, son los propios proyectores P (λ). Estos proyectores son estados

estabilizadores, lo cual muestra que los únicos estados puros con función de

Wigner totalmente positiva son estados estabilizadores. Sin embargo, como

ya se mencionó anteriormente (en 3.2.4), existen estados estabilizadores que

no están asociados a ĺıneas, y que por lo tanto tienen función de Wigner

negativa en alguna grilla cuántica.

4.2. Operadores que preservan la positividad total

de la función de Wigner

Por otra parte, puede definirse el conjunto de operadores unitarios que

preservan la propiedad de positividad total de la función de Wigner. Estos

operadores son aquéllos que mapean cada uno de los proyectores P (λ) en

otro P (λ′). Recientemente, Gottesman demostró que un operador con esta

propiedad necesariamente pertenece al grupo de Clifford [36]. Teniendo en

cuenta que los proyectores P (λ) son estados estabilizadores, este resultado

implica que una evolución unitaria que parte de un estado puro con función

de Wigner totalmente positiva y preserva la positividad total, siempre es

un proceso que se inicia en un estado estabilizador sobre el que se aplican
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solamente compuertas de Clifford. Por lo tanto, cualquier evolución unitaria

restringida a estados puros con funciones de Wigner totalmente positivas es

simulable eficientemente en una computadora clásica utilizando el formalis-

mo de estabilizadores.

El conjunto de operadores que preservan la positividad total de la función

de Wigner para toda grilla cuántica es, entonces, un subgrupo del grupo

de Clifford. Sin embargo, la caracterización completa de este subgrupo es

un problema aún no resuelto. Para la definición de la función de Wigner

descripta en la sección 3.2 (tomando los operadores de traslación en la forma

usual, T (~q, ~p) = σ~q,~p) a continuación se muestran algunos operadores que

preservan la positividad total, y se analiza su acción en el espacio de Hilbert

y el de fases.

4.2.1. Los operadores de Pauli

Los operadores de Pauli generalizados, a causa de la condición de cova-

riancia frente a traslaciones, mapean cada estado asociado a una ĺınea en

otro asociado a otra ĺınea (o la misma) de la misma estriación. Esto implica

que los operadores de traslación preservan la positividad total de la función

de Wigner. También como consecuencia de la covariancia, bajo la acción de

un operador de Pauli la función de Wigner de un estado se transforma como

un flujo en el espacio de fases, esto es, cada operador de punto es mapeado

en otro (con el mapa dado por la traslación en el espacio de fases asociada a

ese operador de Pauli). El hecho de que los operadores de Pauli actúen como

flujos en el espacio de fases es independiente de la grilla cuántica elegida,

con lo cual estos operadores preservan además la positividad de la función

de Wigner para cualquier grilla cuántica particular.

4.2.2. El operador de squeezing

La operación de squeezing en el espacio de fases corresponde a un mapa

us que actúa en la forma:

us(q, p) = (qω, pω−1) (4.15)

Esta operación mapea las estriaciones horizontal y vertical en śı mismas, y

recorre ćıclicamente todas las estriaciones oblicuas (ver Figura 4.1). En [4]

se define un operador unitario Us perteneciente al grupo de Clifford cuya

acción sobre los operadores de traslación es análoga a la de una operación

de squeezing:

UsT (~q, ~p)U †
s = ±T (~qM, ~pM̃−1) (4.16)

59



Figura 4.1: El operador de squeezing us transforma los puntos del espacio de fases

en la forma us(q, p) = (qω, pω−1). La aplicación de la transformación us mapea las

estriaciones horizontal y vertical en śı mismas, y recorre ćıclicamente las estriaciones

oblicuas. Es posible definir un operador Us que actúa en el espacio de Hilbert cuyo

efecto sobre los operadores de traslación T (~q, ~p) es análogo al de us, a menos de

un signo. En la figura se muestra (a menos de un signo) el efecto de Us sobre los

operadores de traslación asociados a puntos en los rayos: a) vertical; b) horizontal;

c) diagonal principal.

Este operador proporciona una manera de restringir el número de grillas

cuánticas, consistente en imponer sobre la función de Wigner la condición

adicional de covariancia frente a us, equivalente a:

P (usλ) = UsP (λ)U †
s (4.17)

Utilizando esta covariancia adicional, el número de posibles grillas cuánticas

se reduce a d, ya que la única libertad reside en la elección del estado para

uno de los rayos oblicuos, y las condiciones de covariancia determinan los

estados que deben asociarse a todas las otras ĺıneas [4].

El operador de squeezing en el espacio de Hilbert Us mapea cada ĺınea

del espacio de fases en otra, independientemente de la grilla cuántica elegida.

Por lo tanto, Us preserva la positividad total de la función de Wigner. En

el caso particular en que la grilla cuántica elegida es covariante frente a la

operación de squeezing, Us mapea cada operador de punto en otro, de modo

tal que al aplicar Us sobre un estado su función de Wigner se transforma

como un flujo en el espacio de fases. En este caso, entonces, Us preserva

además la positividad de la función de Wigner para estados cuya función

de Wigner es positiva en esa grilla cuántica particular pero no en todas las

grillas cuánticas posibles.

4.2.3. Transformada discreta de Fourier

En la definición más usual de la función de Wigner discreta, con aritméti-

ca módulo d (o 2d, si d es par), las ĺıneas horizontales y verticales, asociadas
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a los autoestados de posición y momento, se relacionan a través de una

transformada de Fourier discreta. Para el espacio de fases con coordenadas

en el cuerpo de Galois, también es posible definir una transformada discreta

de Fourier que relacione las estriaciones horizontal y vertical [37], y que

tiene además la propiedad de mapear todos los proyectores P (λ) en otros,

de modo que preserva la positividad total de la función de Wigner. Esta

transformada es la siguiente:

F =
1√
d

∑

~a,~b

(−1)(~aC)·~b|~a〉〈~b| (4.18)

donde la suma es sobre todas las n-uplas binarias ~a, ~b, y C es la matriz

que realiza el cambio de base de las n-uplas asociadas a la posición a las

asociadas al momento:

~pj = ~qjC ∀j (4.19)

La matriz C puede encontrarse fácilmente teniendo en cuenta que para los

primeros valores de j (j = 0, 1, . . . , n − 1) las n-uplas ~qj = ~1M j son los

versores canónicos, o sea, (~1M j)i = δj+1,i. A partir de esto, se ve que la fila

(j + 1)-ésima de la matriz C está dada por las componentes de la n-upla de

momentos ~pj = ~1M̃ j .

La transformada de Fourier discreta definida es equivalente a una com-

posición de una transformada de Hadamard FH y un cambio de base FC ,

en la forma:

F = FCFH (4.20)

FH =
1√
d

∑

~a,~b

(−1)~a·
~b|~a〉〈~b| (4.21)

FC =
∑

~x

|~x〉〈~xC| (4.22)

La transformada de Hadamard consiste simplemente en la aplicación de

la compuerta H sobre cada qubit. El cambio de base puede implementarse

usando compuertas CNOT . Si la base asociada a las coordenadas de posición

es igual a la base de momentos, F es igual a la transformada de Hadamard

(esto ocurre en el caso de dos qubits).

El efecto de la transformada de Fourier sobre los operadores de traslación

es de la forma:

FT (~qj, ~pk)F
† = ±T (~qk, ~pj) (4.23)

lo cual corresponde, a menos de un signo, a una reflexión respecto de la

diagonal principal (k = j) de los operadores de traslación asociados a los
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distintos puntos del espacio de fases (ver Figura 4.2). Al aplicar esta trans-

formada, las bases asociadas a las distintas estriaciones son mapeadas unas

en otras de a pares, excepto por la base asociada a la estriación cuyo rayo

es el eje de reflexión; esta base, correspondiente a los autoestados de los

operadores de Pauli de la forma T (~qj, ~pj), es mapeada en śı misma.

Figura 4.2: La transformada discreta de Fourier F mapea los operadores de

traslación T (~qj , ~pk) en ±T (~qk, ~pj); este efecto corresponde, a menos de un signo, a

una reflexión de los operadores respecto del eje diagonal principal del espacio de

fases. a) F intercambia los operadores de traslación en los rayos vertical y horizon-

tal; b) F sólo produce cambios de signo al actuar sobre los operadores de traslación

asociados a puntos en el rayo diagonal principal; c) los operadores de traslación en

los rayos de las estriaciones restantes son intercambiados, a menos de un signo.

Por analoǵıa con el caso del operador de squeezing, la acción de F sobre

los operadores de traslación y sobre las bases asociadas a las d + 1 estria-

ciones sugiere que F podŕıa actuar sobre los estados asociados a las ĺıneas

intercambiándolos de forma tal que la aplicación de F sobre un estado se

traduzca en una reflexión de su función de Wigner, tal vez para algunas gri-

llas cuánticas particulares. Para que esto ocurra, el estado asociado al rayo

correspondiente al eje de reflexión debe ser mapeado en śı mismo por F .

Para ello, tiene que ser un autoestado común de F y los operadores de Pauli

de la forma T (~qj, ~pj). Sin embargo, algunos de estos operadores anticonmu-

tan con F , y tanto las traslaciones como F tienen autovalores no nulos (por

ser operadores unitarios); por lo tanto, no es posible hallar un autoestado

común a todos ellos. En conclusión, no es posible elegir una grilla cuántica

tal que la acción de F sobre el estado corresponda a una reflexión de su

función de Wigner.

De hecho, con argumentos similares es posible mostrar que no existe

ninguna grilla cuántica para la cual el efecto de F pueda traducirse en una

transformación de la función de Wigner como un flujo en el espacio de fases.

Esto es porque para que la función de Wigner se transforme como un flujo
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cada operador de punto debe ser mapeado en otro. Para esto, los estados

asociados a las d+1 ĺıneas que se cruzan en cada punto deben ser mapeados

en otros estados asociados a ĺıneas que también se crucen en un solo punto.

Dado que F intercambia el rayo vertical con el horizontal, los otros rayos

deben ser también mapeados en rayos (de modo que la intersección de las

d+1 ĺıneas siga siendo el origen). En particular, como F mapea en śı misma

la estriación asociada a la diagonal principal, nuevamente se tiene que el

rayo en dicha estriación debe permanecer invariante frente a F , lo cual de

acuerdo a lo discutido en el párrafo anterior no es posible.

Por lo tanto, F proporciona un ejemplo de un operador que preserva la

positividad total de la función de Wigner pero que no puede ser interpretado

en términos de un flujo en el espacio de fases para ninguna grilla cuántica,

y que entonces no puede ser asociado fácilmente a ningún operador clásico

de evolución.
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Caṕıtulo 5

La interferencia en la función

de Wigner

La identificación de regiones de interferencia en el espacio de fases suele

ser un punto clave en el estudio de sistemas f́ısicos por medio de la función de

Wigner. Los términos oscilatorios asociados a la interferencia permiten dis-

tinguir superposiciones coherentes de combinaciones estad́ısticas, de modo

que pueden estudiarse procesos de decoherencia observando la desaparición

de las oscilaciones. En problemas semiclásicos, la principal diferencia entre

la distribución de probabilidad para el sistema clásico y la pseudoprobabi-

lidad dada por la función de Wigner para el sistema cuantizado suelen ser

las oscilaciones dadas por la interferencia, que determinan cuándo el sistema

cuántico se comporta en forma similar al clásico, y cuándo no.

En el área de la computación cuántica, el estudio de la interferencia en

una superposición coherente de estados puede ser de interés para represen-

tar códigos de corrección de errores en el espacio de fases: un código que

guarda un qubit de información en el estado de un grupo de qubits tiene

como subespacio de estados permitidos el conjunto de superposiciones de los

estados lógicos |0〉L y |1〉L.

En este caṕıtulo se estudiará la representación en el espacio de fases

de una superposición coherente de dos estados de un sistema de qubits,

utilizando la función de Wigner en el espacio de fases con coordenadas en

el cuerpo GF (d). Se mostrará que en esta definición la interferencia tiende

a desparramarse por todo el espacio de fases, a diferencia de lo que ocurre

en la definición de la función de Wigner continua, y en sus generalizaciones

con aritmética módulo d o 2d.

Sin embargo, el comportamiento de la interferencia depende fuertemente

de la grilla cuántica elegida. Al superponer dos estados asociados a ĺıneas
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en el espacio de fases, siempre es posible elegir una grilla cuántica en la que

la representación en el espacio de fases se asemeja a la del caso continuo,

y está compuesta por las ĺıneas que interfieren y términos oscilatorios in-

termedios. Pero hay muchas más grillas en las que la interferencia ocupa

todo el espacio de fases, superponiéndose incluso con las ĺıneas originales.

Para sistemas de dos y tres qubits, se mostrará que no hay ninguna elección

posible de grilla cuántica en la que la interferencia no se superponga con las

ĺıneas interfirientes para elecciones arbitrarias de estas ĺıneas. Para super-

posiciones de estados de la base computacional, tomando grillas cuánticas al

azar se verá que, a medida que aumenta la cantidad de qubits en el sistema,

la interferencia tiende a desparramarse cada vez más, y a tomar valores más

pequeños. Esto dificulta la identificación de las propiedades del estado a

partir de su representación gráfica. Sin embargo, en algunos problemas se

puede fijar una grilla cuántica en la que el comportamiento de la interferen-

cia se asemeja al del caso continuo: como ejemplo, se estudiará la función de

Wigner del código “perfecto” de 5 qubits [38].

5.1. La interferencia en la definición redundante

de la función de Wigner

Como ya se ha mencionado, la representación del estado de un sistema de

qubits en el espacio de fases cuyas coordenadas son números enteros de 0 a d

no conserva algunas de las propiedades de la función de Wigner original, que

pueden recuperarse utilizando aritmética módulo 2d, al costo de agrandar

el espacio de fases introduciendo redundancias en la representación. En esta

definición de la función de Wigner [39], la superposición de dos estados tiene

una representación en el espacio de fases en que los efectos de interferencia

corresponden a franjas oscilantes en medio de los estados que interfieren.

En este sentido, se asemeja a la función de Wigner continua, excepto por la

aparición de las “imágenes fantasma” o “autointerferencias” (que son una

consecuencia de la redundancia).

Como ejemplo, en la Figura 5.1 se muestra la representación de una su-

perposición de dos estados de la base computacional; se observan franjas

verticales de valor constante en las posiciones de los estados originales, y

franjas oscilantes correspondientes a los efectos de interferencia de cada es-

tado consigo mismo y con el otro. Las franjas de interferencia entre los dos

estados se encuentran en medio de los dos (a causa de la periodicidad en

el espacio de fases hay dos “puntos medios”) y oscilan en forma más lenta

cuanto más cercanos se encuentran los estados que interfieren.
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Figura 5.1: Representación a través de la función de Wigner redundante de una

superposición coherente de dos estados de la base computacional; se observan fran-

jas verticales de valor constante en las posiciones de los estados originales, y franjas

oscilantes correspondientes a los efectos de interferencia de cada estado consigo

mismo y con el otro.

5.2. La función de Wigner discreta de una super-

posición de estados estabilizadores

En el espacio de fases con coordenadas en el cuerpo GF (2n), los efec-

tos de interferencia entre dos estados tienen en general una forma mucho

más complicada. En este caṕıtulo se estudiarán superposiciones coherentes

de estados estabilizadores, y en particular el caso de estados de la base

computacional (que es prácticamente igual al caso un poco más general de

superposición de cualquier par de estados asociados a ĺıneas de una misma

estriación).

Dados dos estados |ψ1〉 y |ψ2〉 con funciones de Wigner W1(α) y W2(α),

la función de Wigner del estado |ψ〉 = a|ψ1〉 + b|ψ2〉 está dada por:

W (α) = |a|2W1(α) + |b|2W2(α) + ab∗〈ψ2|A(α)|ψ1〉 + a∗b〈ψ1|A(α)|ψ2〉 =

= |a|2W1(α) + |b|2W2(α) + 2Re{ab∗〈ψ2|A(α)|ψ1〉} (5.1)

Es decir, la función de Wigner del estado superposición es una suma de

las funciones de los estados originales (con sus respectivos pesos) y una

parte de interferencia dada por los elementos de matriz de los operadores de

punto entre los estados superpuestos. En el caso en que |ψ1〉 es un estado

estabilizador,

ρ1 =
1

d

∑

µ∈S

gµT (µ) (5.2)

y |ψ2〉 corresponde a una traslación de |ψ1〉, |ψ2〉 = T (γ)|ψ1〉, para la parte
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de interferencia se tiene:

〈ψ2|A(α)|ψ1〉 = 〈ψ1|T (γ)A(α)|ψ1〉 = Tr
(
ρ1T (γ)A(α)

)
(5.3)

Reemplazando la expansión de ρ1 en términos de sus estabilizadores (5.2)

y la de los operadores de punto en función de las traslaciones (3.36), resulta:

〈ψ2|A(α)|ψ1〉 =
1

d3

∑

β

∑

µ∈S

gµfβ(−1)α∧β Tr
(
T (µ)T (γ)T (β)

)
(5.4)

A causa de la ortogonalidad de los operadores de Pauli, las únicas con-

tribuciones no nulas corresponden a puntos β = γ+µ, por lo que se obtiene:

〈ψ2|A(α)|ψ1〉 =
1

d3

∑

µ∈S

gµfγ+µ(−1)α∧(γ+µ) Tr
(
T (µ)T (γ)T (γ + µ)

)
(5.5)

El valor de la traza en esta última ecuación depende de los puntos γ

y µ en cuestión, ya que T (α + β) = ±T (α)T (β). El signo ±1 surge como

consecuencia de que, en el cálculo de las coordenadas del punto α + β, la

suma de las n-uplas asociadas a las coordenadas de los puntos α y β es

módulo 2, mientras que en la fase que hace hermı́ticos a los operadores de

traslación (3.14) la suma de n-uplas es módulo 4. Partiendo de:

T (α+ β) = X~qα+~qβZ~pα+~pβei
π
2
(~qα⊕~qβ)·(~pα⊕~pβ) (5.6)

donde ~a⊕~b indica que la suma de n-uplas es módulo 2, y definiendo

xαβ =

n∑

i=1

(~qα + ~qβ)i (~pα)i (~pβ)i + (~pα + ~pβ)i (~qα)i (~qβ)i (5.7)

resulta:

T (α+ β) = T (α)T (β)ei
π
2
α∧β(−1)xαβ (5.8)

Insertando este resultado en la ecuación (5.5), se tiene:

〈ψ2|A(α)|ψ1〉 =
1

d2

∑

µ∈S

gµfγ+µ(−1)α∧(γ+µ)ei
π
2
γ∧µ(−1)xγµ (5.9)

de donde se ve que la parte de interferencia depende de cuáles son los estados

superpuestos (a través de los valores de µ en la sumatoria, de los autovalores

gµ y del desplazamiento relativo γ) y también de la grilla cuántica, a causa

del factor fγ+µ.
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5.3. Superposiciones de estados de la base com-

putacional

Como caso particular, se considerarán estados de la base computacional:

|ψ1〉 = |~0〉 y |ψ2〉 = |~m〉 (T (γ) = T (~m,~0) = X ~m). Las funciones de Wigner

de los estados que interfieren son ĺıneas verticales ubicadas en ~q = ~0 y ~q = ~m.

Los estabilizadores de |ψ1〉 son los operadores de la forma Z
~k; por lo tanto,

de la ecuación (5.7) puede verse que para µ ∈ S resulta xγµ = 0. El término

de interferencia puede calcularse a partir de (5.9) según:

〈~m|A(~q, ~p)|~0〉 =
1

d2

∑

~k

g
(~0,~k)

f
(~m,~k)

(−1)~q·
~k−~m·~pei

π
2
~m·~k =

=
(−1)~m·~p

d2

∑

~k

f
(~m,~k)

(−1)~q·
~kei

π
2
~m·~k (5.10)

De acuerdo a esta expresión, la parte de interferencia depende de las coor-

denadas de posición y momento en forma separable. La dependencia con el

momento corresponde a una oscilación en la dirección vertical: para un dado

valor de ~q, el módulo de la interferencia es constante y el signo depende de

(−1)~m·~p, de manera que la suma del término de interferencia a lo largo de

cualquier ĺınea vertical se anula. El factor que es función de la coordenada

de posición es de la forma:

F (~q) =
∑

~k

f
(~m,~k)

(−1)~q·
~kei

π
2
~m·~k (5.11)

F (~q) depende del desplazamiento relativo ~m y también de la grilla cuántica

elegida, y verifica:

F (~q + ~m) =
∑

~k

f
(~m,~k)

(−1)(~q+~m)·~kei
π
2
~m·~k = F (~q)∗ (5.12)

En general, para una grilla cuántica arbitraria, la parte de interferencia

tendrá valores no nulos en cualquier coordenada ~q. Para dos estados fijos |~0〉
y |~m〉, siempre es posible imponer sobre la grilla cuántica la condición de que

la suma en F (~q) sea totalmente constructiva en algún valor de ~q a elección.

En este caso, la suma será también totalmente constructiva en ~q + ~m, y en

cambio en cualquier otro valor de ~q los distintos términos se cancelarán (este

procedimiento se muestra en una situación parecida en la sección 5.4). La

función de Wigner que se obtiene de esta manera está compuesta por las

ĺıneas verticales originales, y dos ĺıneas verticales oscilantes. Sin embargo,

si para los estados |~0〉 y |~m〉 se elige una grilla con esta propiedad, al elegir
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otro par de estados |~0〉 y |~m′〉 la función de Wigner ya no tendrá, en general,

la misma forma.

Como ejemplo, consideremos el estado de Bell |φ+〉 = (|00〉 + |11〉)/
√

2.

Este estado es una superposición de los estados computacionales |00〉 y |11〉,
y es autoestado de los operadores de Pauli X(1)X(2) y Z(1)Z(2). Esto im-

plica que su función de Wigner debe ser invariante frente a las traslaciones

asociadas en el espacio de fases. En [4] se muestra que, teniendo en cuenta

las propiedades de este estado, para distintas grillas cuánticas sólo pueden

obtenerse dos representaciones diferentes en el espacio de fases, que se mues-

tran en la Figura 5.2. En una de ellas (que ya apareció en la subsección 3.2.7),

la función de Wigner sólo es no nula en los puntos del espacio de fases aso-

ciados al estabilizador de |φ+〉. En la otra, la función de Wigner es no nula

en todos los puntos, y está compuesta por dos ĺıneas constantes y positi-

vas en las posiciones de los estados que interfieren, y dos ĺıneas verticales

oscilantes entre ellos. Este ejemplo muestra dos comportamientos diferentes

de la interferencia: en el primer caso, se superpone con las ĺıneas originales;

en el otro, está restringida a la zona intermedia.

Figura 5.2: Las posibles funciones de Wigner para el estado de Bell |φ+〉 = (|00〉+
+|11〉)/

√
2, que es una superposición de dos estados de la base computacional. Los

tonos oscuros son positivos y los claros, negativos. a) Para algunas elecciones de

la grilla cuántica, la función de Wigner sólo es no nula en los puntos de espacio

de fases asociados al estabilizador de |φ+〉; en este caso, la interferencia aparece

sobre las dos ĺıneas originales, aumentando el valor de la función de Wigner en las

esquinas, y anulándolo en los otros puntos. b) En otras grillas cuánticas, la función

de Wigner está formada por las ĺıneas superpuestas, más una contribución oscilante

de la interferencia que aparece solamente en la región intermedia.

Por comparación con la propuesta redundante para la función de Wigner,

se estudiará bajo qué condiciones la interferencia entre los estados |~0〉 y |~m〉
se anula sobre las ĺıneas asociadas a estos estados; si éste es el caso, la función

de Wigner de la superposición estará compuesta por dos ĺıneas verticales de
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valor constante en las posiciones de los estados interfirientes y oscilaciones

verticales en posiciones intermedias. Dada la relación F (~q + ~m) = F (~q)∗,

la condición para que la parte de interferencia se anule en las dos ĺıneas

originales es la misma y está dada por:

F (~0) =
∑

~k

f
(~m,~k)

ei
π
2
~m·~k = 0 (5.13)

Para cada valor de ~m, se tienen dos ecuaciones sobre la grilla cuánti-

ca, dadas por las partes real e imaginaria de la ecuación anterior, y en

ellas aparecen relaciones entre las f
(~m,~k)

para el valor de ~m dado. Si se pre-

tende que la condición de interferencia fuera de las ĺıneas originales valga

simultáneamente para todos los valores de ~m, se imponen sobre la grilla

cuántica 2(d − 1) ecuaciones en total. De las constantes f(~m,~k) (con ~m 6= ~0,

y considerando f(~m,~0) = 1 ∀~m) sólo n(d − 1) son independientes; pueden

elegirse como independientes las f
(~m,~k)

correspondientes a las primeras n

posiciones no nulas ~m y los d − 1 posibles valores no nulos de ~k. Para esta

elección, las condiciones de interferencia fuera de las ĺıneas originales son

lineales (e independientes) para los primeros n valores no nulos de ~m, y no

lineales para los d− 1 − n valores no nulos restantes.

5.3.1. El caso de dos qubits

En el caso de dos qubits, hay tres desplazamientos ~m posibles entre los

estados que interfieren; las condiciones de interferencia fuera de las ĺıneas

originales (5.13) para todos los desplazamientos posibles son:




f(~q0,~0)
+ f(~q0,~p1) + i(f(~q0,~p0) + f(~q0,~p2)) = 0

f(~q1,~0)
+ f(~q1,~p0) + i(f(~q1,~p1) + f(~q1,~p2)) = 0

f(~q2,~0)
− f(~q2,~p2) + i(f(~q2,~p0) + f(~q2,~p1)) = 0

(5.14)

Las constantes f(~q,~0) son todas iguales a 1; las otras constantes no son

independientes, y las f(~q2,~pi) pueden obtenerse a partir de las otras fs en el

mismo rayo según:




f(~q2,~p0) = −f(~q0,~p1)f(~q1,~p2)

f(~q2,~p1) = −f(~q0,~p2)f(~q1,~p0)

f(~q2,~p2) = f(~q0,~p0)f(~q1,~p1)

(5.15)

Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones anteriores, la condi-

ción (5.14) para todo desplazamiento relativo ~m implica que:
{
f(~q0,~0)

+ f(~q1,~p1) = 0

f(~q0,~p0)f(~q1,~p1) = 1
(5.16)
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lo cual no puede satisfacerse para ninguna elección de f(~q0,~p0), f(~q1,~p1).

En conclusión, para un sistema de dos qubits, dado un estado formado

por una superposición coherente de estados de la base computacional, siem-

pre es posible elegir una grilla cuántica de forma tal que la función de Wigner

del estado corresponda a dos ĺıneas verticales constantes en las posiciones de

los estados originales, más ĺıneas verticales oscilantes en posiciones interme-

dias; sin embargo, no existe ninguna grilla cuántica para la cual la función de

Wigner tenga esta propiedad para cualquier desplazamiento relativo entre

los estados que interfieren (es conveniente notar que, si bien las condiciones

estudiadas correspond́ıan a los estados |~0〉 y |~m〉, aplicando traslaciones so-

bre los estados de esta forma puede obtenerse cualquier superposición de

estados de la base computacional).

5.3.2. Tres qubits, o más

Para sistemas con mayor número de qubits, el problema se hace más

dif́ıcil no sólo porque la cantidad de ecuaciones aumenta exponencialmente,

sino porque a la vez aumenta su grado (para dos qubits se pueden tener

a lo sumo ecuaciones cuadráticas, para tres qubits cúbicas, etc.). Para el

caso de tres qubits se escribieron las relaciones entre las constantes fβ y las

condiciones (5.13) para todos los desplazamientos relativos, obteniéndose un

sistema de 14 ecuaciones no lineales para las 21 constantes independientes.

El problema fue estudiado barriendo sobre todas las elecciones posibles y

controlando la validez de las ecuaciones, no resultando posible satisfacerlas

a todas en ninguno de los casos.

De los cálculos realizados, entonces, se concluye que para sistemas de dos

o tres qubits no es posible elegir una grilla cuántica tal que para una super-

posición arbitraria de estados de la base computacional la parte de interfer-

encia de la función de Wigner se anule sobre las ĺıneas correspondientes a los

estados superpuestos. Dados estos resultados, es natural conjeturar que la

misma situación se repetirá para sistemas con cualquier cantidad de qubits.

Por otra parte, sólo se estudiaron los casos de superposiciones de estados de

la base computacional; la condición de interferencia fuera de las ĺıneas para

estados en otras estriaciones conduce a conjuntos similares de ecuaciones

(con las constantes fβ agrupadas de otras formas, la suma sobre los puntos

µ asociados al rayo de la estriación que corresponda y con el agregado del

signo (−1)xγµ). Por lo tanto, parece razonable suponer que en general no

es posible elegir una grilla cuántica tal que la función de Wigner estudiada

comparta con la definición redundante la propiedad de que la interferencia

ocurre en zonas intermedias a los estados originales, para superposiciones
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arbitrarias de dos ĺıneas en la misma estriación. En consecuencia, la repre-

sentación gráfica del estado dada por la función de Wigner con coordenadas

en GF (d) parece ser de interpretación más dif́ıcil que en la definición redun-

dante, a causa de la superposición del patrón de interferencia con las ĺıneas

interfirientes.

5.3.3. Comportamiento promedio de la interferencia

A continuación, se analizaron las funciones de Wigner de superposiciones

de dos estados |~0〉 y |~m〉 de la base computacional utilizando grillas cuánti-

cas elegidas al azar, con el objetivo de encontrar, de ser posible, carac-

teŕısticas comunes en la representación de estos estados, y tendencias en las

propiedades “promedio” de sus funciones de Wigner al aumentar el número

de qubits.

Para esto, se estudió la parte de los términos de interferencia que depende

de la posición, esto es, la función F (~q) (5.11). Esta función compleja, que

depende también de la grilla cuántica elegida y del desplazamiento relativo

~m entre los estados superpuestos, tiene las siguientes propiedades:

1. Re (F (~q)) , Im (F (~q)) ∈ N.

2. F (~q + ~m) = F (~q)∗

3.
∑

~q F (~q) = d

Para cada valor de ~m, siempre es posible elegir una grilla cuántica en

forma tal que la interferencia aparezca en sólo dos ĺıneas verticales del espacio

de fases, separadas entre śı por un desplazamiento ~m. En este caso, en que

la interferencia se halla tan concentrada como es posible, sobre estas dos

ĺıneas las partes reales e imaginarias de F (~q) alcanzan sus máximos valores

posibles (en módulo), de ±d/2. Sin embargo, la misma grilla cuántica no

conservará estas propiedades si se elige otro desplazamiento relativo ~m ′.

Y, por otra parte, si se elige una grilla cuántica al azar la probabilidad

de que, para un dado ~m, la interferencia tenga estas caracteŕısticas decae

rápidamente a medida que crece el número de qubits.

El estudio del comportamiento promedio de la parte de interferencia se

realizó eligiendo grillas cuánticas al azar y calculando los valores de F (~q)

para todas las posiciones ~q y para cada posible desplazamiento ~m, para

sistemas de 2 a 10 qubits. Para cada una de las grillas cuánticas se calcularon

las partes reales e imaginarias de F (~q) para todos los desplazamientos re-

lativos y se las dividió por d2 para obtener, a menos del signo dependiente

de ~p, el elemento de matriz del operador de punto asociado al valor de la
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interferencia (5.10). Tanto para las partes reales como para las imaginarias

(por separado) se tomaron los módulos de los valores obtenidos y se buscó el

valor máximo, para compararlo con el valor de la función de Wigner sobre

las ĺıneas originales.

Para mejorar la caracterización de la interferencia, se calculó además la

entroṕıa de las distribuciones. Para esto, se sumaron todos los valores de

F (~q) (siempre en módulo, y siempre separando partes reales e imaginarias)

y se los normalizó a 1, de modo de poder interpretarlos como los coeficientes

P(~q) de una distribución probabiĺıstica. La entroṕıa de la distribución se

calculó luego en la forma:

S = −
∑

~q

P(~q) ln (P(~q)) (5.17)

Aśı definida, la entroṕıa de una distribución concentrada en un único

valor de ~q es igual a cero, mientras que la máxima entroṕıa posible co-

rresponde a una distribución uniforme y vale ln(d). Para poder estudiar

más fácilmente el comportamiento de esta cantidad al variar el número de

qubits, se definió una entroṕıa normalizada de tal modo que la distribución

uniforme corresponda siempre a un valor de 1:

S̃ =
S

ln(d)
= −

∑

~q

P(~q) logd (P(~q)) (5.18)

Los máximos y entroṕıas fueron calculados para todos los desplazamien-

tos posibles en sistemas de 2 a 10 qubits tomando 50 grillas cuánticas al

azar en cada caso. Dado que no se observaron diferencias importantes entre

las distintas grillas cuánticas, se promediaron conjuntamente los 50(d − 1)

resultados obtenidos para los d − 1 desplazamientos posibles en las 50 gri-

llas. Los valores obtenidos para las partes reales e imaginarias son iguales

teniendo en cuenta sus dispersiones.

Considerando que el valor de la función de Wigner es del orden de 1/d

en las ĺıneas asociadas a los estados originales, los máximos hallados fueron

multiplicados por d con el fin de estimar la importancia relativa de la parte

de interferencia. De acuerdo a los resultados obtenidos, esta importancia

decae a cero a medida que aumenta el número de qubits en el sistema. En

la Figura 5.3 se muestra el valor máximo hallado para la interferencia, en

promedio y multiplicado por d, en función del número de qubits, y su ajuste

exponencial.

El hecho de que, en general, la importancia relativa de la parte de in-

terferencia decaiga a medida que aumenta el número de qubits tiene como

consecuencia que en la representación gráfica del estado la interferencia se
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Ajuste exponencial
y = y0 + A1 e^(-x/t1)
  
Chi^2=  0.00016
R^2 =  0.99417
  
y0 -0.04 ±0.04
A1 0.78 ±0.02
t1 5.2 ±0.8

Número de qubits

 Importancia relativa de la interferencia

Figura 5.3: Decaimiento de la importancia de la interferencia (en promedio) frente

a los valores de la función de Wigner en las ĺıneas correspondientes a los estados

superpuestos, a medida que aumenta el número de qubits en el sistema. Los valores

en el gráfico corresponden a los máximos valores de las partes reales (en módulo)

de F (~q), multiplicados por d (ya que la función de Wigner en las ĺıneas originales

es de orden 1/d), y promediados sobre todos los desplazamientos posibles en 50

grillas cuánticas tomadas al azar. Las barras de error están dadas por la desviación

estándar. En ĺınea continua se muestra el ajuste exponencial de los datos.

hace cada vez más débil, y por lo tanto se complica la distinción entre super-

posiciones coherentes y estad́ısticas (de todos modos, esto podŕıa resolverse

usando una relación no lineal entre los valores de la función de Wigner y los

tonos de gris asociados).

Para la entroṕıa normalizada, se halló un crecimiento que tiende a satu-

rarse en la medida en que aumenta el número de qubits, es decir, cuanto más

grande la dimensión del sistema más uniformemente están distribuidos, en

promedio, los valores de F (~q). Al aumentar la cantidad de qubits, entonces,

la interferencia tiende a ocupar todo el espacio de fases. El ajuste exponencial

de la entroṕıa para las partes reales se muestra en la Figura 5.4.

5.4. Un último ejemplo: el código perfecto

Para terminar este caṕıtulo, consideremos un ejemplo en el cual la re-

presentación de la interferencia en el espacio de fases se parece a la de la

función de Wigner continua: el código “perfecto” de corrección de errores de

un qubit. Éste proporciona un mecanismo para proteger la información de

un qubit a través de su codificación en el estado de un sistema de cinco qubits

[38]. El subespacio de estados aceptables en este código es el formado por
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Chi^2=  0.00013
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y0      0.97   ± 0.01
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t1       1.8     ± 0.1
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Figura 5.4: Dependencia de la entroṕıa (normalizada) de la distribución de in-

terferencia con el número de qubits en el sistema. Los resultados corresponden a

promedios en un barrido sobre las partes reales de F (~q) en todos los desplazamien-

tos relativos ~m en 50 grillas cuánticas elegidas al azar. Las barras de error están

dadas por la desviación estándar. En ĺınea continua se muestra el ajuste exponencial

de los datos.

las combinaciones de los estados del sistema de cinco qubits |0〉L y |1〉L (que

seŕıan la versión codificada de los estados de la base computacional de un

qubit). Estos estados son estados estabilizadores, y están emparentados con

el estado-grafo correspondiente a un anillo de cinco qubits, que se muestra

en la Figura 5.5.

Figura 5.5: El estado-grafo correspondiente a un anillo de 5 qubits; este estado

está emparentado con el código perfecto de corrección de un qubit.

El estabilizador del estado-grafo en cuestión está generado por los ope-

radores de Pauli Si que aplican X sobre el vértice i-ésimo y Z sobre sus

vecinos, o sea Si = Z(i−1)X(i)Z(i+1) (donde los ı́ndices son ćıclicos de 1 a 5).

En el código de corrección de errores considerado, el subespacio de estados

admisibles se define como el formado por los estados que son estabilizados
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por los operadores SiSj . Se dice entonces que este conjunto de operadores

forma el estabilizador del código.

El estado lógico |0〉L se elige como el estado cuyo estabilizador es genera-

do por los operadores de la forma SiSj y el producto de operadores Z sobre

todos los qubits a la vez. El otro estado de la base computacional codificada,

|1〉L, es estabilizado por los operadores SiSj y por el operador −Z(1) . . . Z(5).

De esta forma, los dos estados lógicos son estabilizados por los operadores

SiSj (y por lo tanto cualquier estado admisible, que es combinación lineal

de |0〉L y |1〉L) mientras que el operador que distingue entre los dos estados

de la base computacional codificada es Z̃ = Z(1) . . . Z(5). El operador que

intercambia los dos estados en esta base es el que aplica X sobre cada qubit,

o sea X̃ = X(1) . . . X(5), que es igual, a menos de un signo, al producto

de los estabilizadores del grafo: X̃ = −S1 . . . S5 (todos los operadores Z se

cancelan entre śı al realizar este producto, y el signo aparece al conmutarlos

con operadores X).

¿Cómo se relaciona el código con el estado-grafo? El estabilizador del

estado-grafo es generado por los operadores Si; pero equivalentemente su

generador se puede elegir como el conjunto de operadores SiSj (que generan

el estabilizador del código), más el operador X̃ = −S1 . . . S5. O sea, el estado-

grafo estaŕıa asociado al estado codificado |−〉L = (|0〉L − |1〉L)/
√

2.

Todos los estados admisibles en el sistema son combinaciones lineales de

|0〉L y |1〉L, pero alternativamente se pueden pensar como combinaciones

lineales de los estados |−〉L y |+〉L, donde el primero es el estado-grafo y el

segundo el que se obtiene aplicando Z sobre todos los qubits en el estado-

grafo. Entonces, todos estos estados pueden escribirse en la forma:

|ψ〉L = a|−〉L + b|+〉L, con |a|2 + |b|2 = 1 (5.19)

En la subsección 3.2.8 se propone una definición de Wigner en la cual

los estados-grafo y sus traslaciones tienen una representación particular-

mente simple, dada por las ĺıneas horizontales en el espacio de fases. En esta

definición, las traslaciones horizontales en el espacio de fases están asociadas

a los operadores de Pauli Si en el estabilizador del grafo, y las verticales a

los operadores Z(i). El estado-grafo |−〉L corresponde al rayo horizontal,

~p = (0, 0, 0, 0, 0) = ~0, mientras que el |+〉L es la ĺınea horizontal que corres-

ponde al rayo trasladado aplicando Z sobre todos los qubits, o sea, la ĺınea

~p = (1, 1, 1, 1, 1) = ~m. Entonces, en esta definición de la función de Wigner

todos los estados codificados corresponden a superposiciones de estas dos

ĺıneas horizontales.

Con los mismos pasos de antes, pero ahora aplicados a la nueva definición,

76



se puede ver que la función de Wigner del estado |ψ〉L está dada por:

W ′
ψ(~q, ~p) = |a|2W ′

−(~q, ~p) + |b|2W ′
+(~q, ~p) + 2W ′

int(~q, ~p) (5.20)

donde:

W ′
−(~q, ~p) = (1/d) δ(~p) (5.21)

W ′
+(~q, ~p) = (1/d) δ(~p− ~m) (5.22)

W ′
int(~q, ~p) = (2/d2) (−1)~q·~m Re

{
ab∗
∑

~x

(−1)~x·~pf ′(~x,~m)e
−iπ

2
~x·~m
}

(5.23)

donde la sumatoria en la última expresión es sobre todas las n-uplas binarias

~x. O sea, la función de Wigner es una superposición de las ĺıneas horizontales

asociadas a |−〉L y |+〉L, y una parte de interferencia que oscila a lo largo

de la dirección horizontal, y que depende fuertemente de la grilla cuántica

elegida.

Siempre es posible elegir una grilla cuántica en la que esta función de

Wigner tenga una forma bonita, en que la interferencia aparezca sólo en dos

ĺıneas horizontales intermedias ~pint y ~pint + ~m. Lo que hay que hacer para

esto es imponer sobre la grilla cuántica las condiciones:

f ′(~x,~m) =

{
(−1)~x·~pint ei

π
2
~x·~m si ~x · ~m = 0 (mod 2)

−i (−1)~x·~pint ei
π
2
~x·~m si ~x · ~m = 1 (mod 2)

(5.24)

Al imponer esas restricciones sobre la grilla cuántica, la sumatoria sobre

las n-uplas ~x es totalmente constructiva en los valores ~p = ~pint y ~p = ~pint+~m,

y se anula en todos los demás casos. La función de Wigner que se obtiene,

entonces, es de la forma de (5.20), con la parte de interferencia dada por:

W ′
int(α) = 1/d (−1)~q·~m

{
δ(~p− ~pint) [Re{ab∗} + Im{ab∗}] +

+δ(~p− ~pint − ~m) [Re{ab∗} − Im{ab∗}]
}

(5.25)

Como ejemplo, consideremos los estados de la base computacional codi-

ficada: son combinaciones de |+〉L y |−〉L de la forma:

|0〉L = (|−〉L + |+〉L)/
√

2 (5.26)

|1〉L = (−|−〉L + |+〉L)/
√

2 (5.27)

o sea que sus funciones de Wigner, para esta grilla cuántica, son:

W ′
0(α) = {δ(~p)+δ(~p−~m)+(−1)~q·~m[δ(~p−~pint)+δ(~p−~pint−~m)]}/(2d) (5.28)

W ′
1(α) = {δ(~p)+δ(~p−~m)−(−1)~q·~m[δ(~p−~pint)+δ(~p−~pint−~m)]}/(2d) (5.29)
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En la Figura 5.6 se muestra la representación del estado-grafo |−〉L y el

estado de la base computacional codificada |0〉L.

Como última cosa, veamos que cuando ocurre un error en forma de

aplicación de X, Z o Y sobre un qubit, la operación transforma el estado en

uno ortogonal al subespacio de estados codificados, y por lo tanto el error

puede ser detectado. Además, los subespacios de estados erróneos son orto-

gonales entre śı, con lo cual los distintos errores de Pauli de un qubit pueden

ser identificados y corregidos. Los errores de Pauli considerados forman una

base para todos los errores de un qubit, y por lo tanto la corrección de errores

de Pauli de un qubit garantiza la de cualquier error de un qubit [40, 41].

La condición de ortogonalidad entre dos estados con funciones de Wigner

W ′
a(α) y W ′

b(α) está dada, de acuerdo a la ecuación (3.11), por:

∑

α

W ′
a(α)W ′

b(α) = 0 (5.30)

En la definición de la función de Wigner que estamos considerando, y

con una grilla cuántica conveniente, todos los estados codificados tienen re-

presentaciones en el espacio de fases que consisten de dos ĺıneas horizontales

positivas con valores constantes en ~p = ~0 y ~p = ~m, y dos ĺıneas horizontales

oscilantes en ~p = ~pint y ~p = ~pint + ~m, donde ~pint es una n-upla fija a

elección. La suma de los valores sobre una ĺınea oscilante es cero, y la función

de Wigner es nula en todos los otros puntos del espacio de fases. La única

excepción a esta descripción son los estados |−〉L y |+〉L, cuya representación

está dada por una única ĺınea horizontal constante.

La aplicación de un error de Pauli corresponde a una traslación en el

espacio de Hilbert, y por lo tanto produce una traslación de la función de

Wigner en el espacio de fases. Para que la función de Wigner de un estado

codificado cualquiera, al trasladarla, resulte ortogonal a la de todos los esta-

dos codificados, alcanza con que las nuevas ĺıneas horizontales constantes se

encuentren en valores de ~p distintos de ~0 y ~m, y las nuevas ĺıneas oscilantes

no se encuentren en ~pint o ~pint+ ~m. La superposición de ĺıneas constantes en

la función trasladada con ĺıneas oscilantes en la función original (o viceversa)

no importa ya que la suma sobre los puntos da cero. Para garantizar la orto-

gonalidad entre los estados erróneos y los permitidos, entonces, alcanza con

ver que las operaciones aplicadas corresponden a traslaciones que modifican

las coordenadas ~p sumándoles una n-upla que no es ~0 ni ~m.

Consideremos ahora los distintos errores de Pauli de un qubit. Todos ellos

son traslaciones; la parte horizontal de estas traslaciones no nos interesa, ya

que es suficiente saber cómo se transforman las coordenadas ~p de las ĺıneas

constantes y oscilantes. Las transformaciones de ~p para cada uno de los
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errores de Pauli de un qubit son las siguientes:

1. Error tipo Z(i): es una traslación vertical, que actúa sobre ~p en la

forma: pi → pi + 1.

2. Error tipo X(i): es una traslación oblicua, equivalente a SiZ(i−1)Z(i+1).

La parte de traslación vertical transforma las coordenadas ~p según:

pi−1 → pi−1 + 1, pi+1 → pi+1 + 1.

3. Error tipo Y(i): también es una traslación oblicua, ahora equivalente

a SiZ(i−1)Z(i)Z(i+1). La parte de traslación vertical transforma ~p de

acuerdo a: pi−1 → pi−1 + 1, pi → pi + 1, pi+1 → pi+1 + 1.

O sea, los errores tipo Z transforman sólo la componente de ~p corres-

pondiente al qubit en el que ocurrió el error, los errores X transforman

las componentes asociadas a sus vecinos, y los errores Y cambian las del

qubit “erróneo” y las de sus vecinos. Ninguno de estos errores deja ~p sin

cambios, y ninguno altera las cinco componentes de ~p. En conclusión, los

estados erróneos efectivamente son ortogonales a los codificados. Por otra

parte, comparando la forma en que actúan los distintos errores considerados

es fácil ver que todos los errores conducen a subespacios ortogonales entre

śı, y por lo tanto pueden ser distinguidos unos de otros, lo que permite

corregirlos. Esto ya no ocurre si se consideran errores sobre más de un qubit.

Por ejemplo, un error de dos qubits de la forma Z(i−1)Z(i+1) produce sobre

~p el mismo efecto que un error X(i), y por lo tanto estos errores no pueden

ser distinguidos. En la Figura 5.7 se muestra la función de Wigner luego de

que ocurran errores Z y X sobre el qubit número 2.
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Figura 5.6: La representación de estados en el código perfecto, en la definición

de la función de Wigner adaptada al estado-grafo correspondiente a un anillo de 5

qubits. a) El estado-grafo, que es el estado |−〉L, está asociado al rayo horizontal;

b) La función de Wigner del estado de la base computacional codificada |0〉L es una

combinación de las ĺıneas asociadas a los estados |−〉L y |+〉L y ĺıneas horizontales

oscilantes correspondientes a la interferencia entre ellos. Cualquier estado codificado

tiene una función de Wigner de esta misma forma.

Figura 5.7: La representación de estados erróneos en el código perfecto, en la

definición de la función de Wigner adaptada al estado-grafo correspondiente a un

anillo de 5 qubits. Se muestra la función de Wigner del estado codificado |0〉L luego

de sufrir errores tipo Z (Figura a) y tipo X (Figura b) en el segundo qubit. Por

comparación con la Figura 5.6, puede verse que estos estados son ortogonales a

cualquier estado codificado.
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Caṕıtulo 6

El efecto de la decoherencia

en estados cluster

Según lo discutido en la sección 2.5, los estados-grafo constituyen el pun-

to de partida para un cómputo cuántico en el modelo basado en la medición.

En este caṕıtulo se estudiará el efecto de algunos modelos simples de deco-

herencia sobre un sistema de n qubits preparado en un estado-grafo. En par-

ticular, se estudiará el tiempo de pérdida del entrelazamiento entre qubits

vecinos, siguiendo uno de los procedimientos presentados en [42], aplicándolo

a modelos un poco más generales de decoherencia y prestando especial aten-

ción al caso en que el estado-grafo es un estado cluster con D dimensiones.

Se observará, en concordancia con los resultados de [42], que la persistencia

del entrelazamiento para los modelos estudiados depende fuertemente de la

cantidad de vecinos de cada qubit, y no necesariamente del tamaño total del

grafo.

En primer lugar, se introducirá el modelo de decoherencia a utilizar, que

consiste en la aplicación, con distintas probabilidades, de un conjunto de ope-

radores de Pauli generalizados sobre los qubits en el sistema. Se mostrará el

efecto de esta clase de ruido sobre un estado general del sistema de qubits,

que luego se especializará para el caso en que el estado inicial es un estado-

grafo. Se presentará un criterio para decidir si un par de qubits vecinos en

el grafo continúa entrelazado, a través del estudio de la matriz densidad del

par de qubits luego de efectuar una medición en la base computacional sobre

todos los otros qubits en el sistema. Se calcularán los tiempos de pérdida

del entrelazamiento entre vecinos en estados cluster de dimensión D, para

distintos modelos sencillos de decoherencia involucrando ruido individual

sobre los qubits o ruido correlacionado sobre grupos de vecinos. Por último,

se estudiará la representación en el espacio de fases de la evolución de este
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sistema, utilizando la función de Wigner con coordenadas en GF (d).

6.1. El modelo de decoherencia

El proceso de decoherencia del sistema de qubits como consecuencia de

las interacciones no controladas con el entorno se modelará a través de la

acción de un superoperador L que transforma la matriz densidad del sistema

según la ecuación de Lindblad:

∂ρ

∂t
= Lρ = −i[H, ρ] +

∑

k

{
LkρL

†
k −

1

2
{L†

kLk, ρ}
}

(6.1)

donde H es el hamiltoniano del sistema de qubits, y los operadores Lµ
surgen de la interacción con el entorno (una introducción a este tema se

puede encontrar en el caṕıtulo 3 de [17], o el 8 de [10]). La evolución de

ρ(0) a ρ(t) está dada por un mapa completamente positivo y que preserva

la traza de ρ, en la forma:

ρ(t) = eLtρ(0) (6.2)

En particular, se estudiará el efecto de superoperadores L correspon-

dientes a decoherencia pura, esto es, H = 0, y donde los operadores Lµ son

operadores de Pauli generalizados:

Lρ =
∑

~a,~b

l
~a,~b

{
σ
~a,~b

ρ σ†
~a,~b

− 1

2
{σ†

~a,~b
σ
~a,~b
, ρ}
}

(6.3)

con ~a, ~b todas las n-uplas binarias, y l
~a,~b

≥ 0. Dado que los operadores de

Pauli son unitarios, la acción de L puede reescribirse en la forma:

Lρ =
∑

~a,~b

l
~a,~b

{
σ
~a,~b

ρ σ†
~a,~b

− ρ
}

(6.4)

lo cual a su vez puede reagruparse, redefiniendo los coeficientes, para obtener:

Lρ =
∑

~a,~b

c~a,~b σ~a,~b ρ σ
†

~a,~b
(6.5)

con ∑

~a,~b

c
~a,~b

= 0 y c
~a,~b

≥ 0 ∀ c
~a,~b

6= c~0,~0 (6.6)

En este caso, el ruido sobre el sistema se modela a través de la aplicación,

con ciertas probabilidades dadas por los coeficientes c
~a,~b

, de los operadores de
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Pauli generalizados σ
~a,~b

, de modo que la evolución del sistema corresponde

a la suma de todas las posibles evoluciones unitarias de esta forma, pesadas

por sus respectivas probabilidades.

Es claro que este tipo de evolución preserva el estado totalmente mixto,

proporcional a la identidad, ya que éste no se modifica al aplicarle operadores

de Pauli; este estado es autooperador de L con autovalor 0. Los demás

autooperadores de L son los otros operadores de Pauli generalizados, ya que

resulta:

L σ
~c,~d

=
∑

~a,~b

c
~a,~b

σ
~a,~b

σ
~c,~d

σ†
~a,~b

=
∑

~a,~b

c
~a,~b

(−1)~a·
~d+~b·~c σ

~c,~d
= λ

~c,~d
σ
~c,~d

(6.7)

Esto es, los operadores de Pauli σ
~c,~d

son autooperadores de L con autova-

lores:

λ
~c,~d

=
∑

~a,~b

c
~a,~b

(−1)~a·
~d+~b·~c (6.8)

A causa de que los coeficientes c
~a,~b

positivos aparecen en la suma con distin-

tos signos, mientras que el c~0,~0 mantiene su signo negativo, los autovalores

λ
~c,~d

son menores o iguales que cero. En el caso más general, sólo es nulo el

autovalor correspondiente a la identidad, λ~0,~0.

El estado a tiempo t puede calcularse descomponiendo el estado inicial

en términos de las matrices de Pauli, en la forma:

ρ(0) =
∑

~a,~b

ρ~a,~b σ~a,~b (6.9)

con ρ~a,~b ∈ R, obteniendo para el estado en un tiempo posterior:

ρ(t) = eLt
∑

~a,~b

ρ
~a,~b

σ
~a,~b

=
∑

~a,~b

ρ
~a,~b

etλ~a,~b σ
~a,~b

(6.10)

y por lo tanto, en general el estado ρ bajo la acción de L evoluciona tendiendo

al estado totalmente mixto.

6.2. Pérdida del entrelazamiento entre vecinos en

un estado-grafo

Como ya se ha dicho y redicho, el entrelazamiento presente en un estado-

grafo proporciona el recurso fundamental para la computación cuántica en

el modelo basado en la medición. En este caṕıtulo se estudiará la pérdida

de entrelazamiento entre qubits vecinos como consecuencia del proceso de
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decoherencia descripto en la sección anterior. Sin embargo, no es claro cómo

determinar la persistencia del entrelazamiento entre vecinos cuando éstos a

su vez forman parte de un sistema más grande cuyo estado es entrelazado.

De hecho, si en el grafo asociado no hay qubits aislados, el estado-grafo no

es separable respecto de ninguna partición, y en ese sentido todos los qubits

están entrelazados entre śı.

Un modo de distinguir el entrelazamiento entre primeros vecinos en el

grafo surge de la siguiente propiedad: si se tiene un estado-grafo y se mide

uno de los qubits en la base computacional, el estado final del resto de los

qubits es el asociado al grafo que resulta de borrar en el grafo original el

vértice medido (a menos de la aplicación de compuertas Z en los vecinos del

vértice borrado). Por lo tanto, si en un estado-grafo se borran, realizando

mediciones en la base computacional, todos los vértices menos dos el estado

final de los dos qubits restantes será el estado-grafo de dos vértices unidos

si los dos qubits son vecinos, y será separable si no lo son (esto no ocurre si

los otros qubits se miden en bases arbitrarias). Utilizando esta propiedad,

y siguiendo un procedimiento presentado en [42], la permanencia del en-

trelazamiento entre primeros vecinos se analizará por medio de la matriz

densidad ρ1,2 de un par de vecinos luego de haber realizado mediciones en

la base computacional sobre todos los otros qubits en el sistema.

De acuerdo al criterio de la transposición parcial, el par de qubits estu-

diado se encuentra entrelazado si y sólo si la matriz (ρ1,2)
tp , que se obtiene

transponiendo ρ1,2 respecto de uno solo de los subsistemas, tiene algún au-

tovalor negativo [43].

Dado un cierto estado-grafo inicial |G〉, su matriz densidad puede es-

cribirse en la forma (2.22):

ρ(0) = |G〉〈G| =
1

d

∑

~a

σ~a,Γ~a (6.11)

donde Γ es la matriz de vecindad entre qubits. Por lo tanto, bajo la acción

de la decoherencia de acuerdo al modelo descripto en la sección pasada, el

estado en un tiempo posterior t está dado por:

ρ(t) =
1

d

∑

~a

σ~a,Γ~a e
tλ~a,Γ~a (6.12)

Si a un tiempo t se miden en la base computacional todos los qubits

excepto el par {1, 2}, obteniendo resultados {m3, . . . ,mn}, el estado final
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del par de qubits estudiado es:

ρ1,2(t) ∼ 〈m3, . . . ,mn|ρ(t)|m3, . . . ,mn〉 =

=
1

d

∑

~a

〈m3, . . . ,mn|σ~a,Γ~a|m3, . . . ,mn〉etλ~a,Γ~a (6.13)

donde ∼ indica una igualdad a menos de la normalización del estado. En

esta expresión, los elementos de matriz de los operadores de Pauli que actúan

sobre los qubits medidos son de la forma:

〈m3, . . . ,mn|
n∏

j=3

X
aj
(j)Z

bj
(j)e

iπ
2
ajbj |m3, . . . ,mn〉 con ~b = Γ~a (6.14)

Estos elementos de matriz sólo son no nulos si aj = 0 ∀j = 3, . . . , n, y en

ese caso se obtiene:

〈m3, . . . ,mn|
n∏

j=3

Z
bj
(j)|m3, . . . ,mn〉 =

n∏

j=3

(−1)mj bj con ~b = Γ~a (6.15)

Por lo tanto, para el estado final del par de qubits {1, 2} se tiene:

ρ1,2(t) =
1

4

∑

a1,a2

(Xa1Zb1)(1) (Xa2Zb2)(2) e
iπ
2
(a1b1+a2b2)(−1)~m·~b e

tλ
~a,~b (6.16)

con ~a = (a1, a2, 0, . . . , 0), ~b = Γ~a, ~m = (0, 0,m3, . . . ,mn). Desarrollando la

suma sobre a1, a2 resulta:

ρ1,2(t) =
1

4

{
I +X(1) Z

Γ1,2

(2) (−1)
P

j mjΓj,1 etλ(1,0)+

+ Z
Γ1,2

(1) X(2) (−1)
P

j mjΓj,2 etλ(0,1) − (6.17)

− (XZΓ1,2)(1) (XZΓ1,2)(2) (−1)
P

j mj(Γj,1+Γj,2) etλ(1,1)
}

donde se usa la notación λ(a1, a2) para indicar el autovalor λ
~a,~b

correspon-

diente a ~a = (a1, a2, 0, . . . , 0), ~b = Γ~a. En el caso en que los qubits {1, 2}
no son vecinos (Γ1,2 = 0), la matriz densidad ρ1,2 luego de la medición es

diagonal en la base de autoestados de X(1) y X(2), y el par nunca queda

entrelazado. En el caso en que los qubits son vecinos, la matriz densidad

está dada por:

ρ1,2(t) =
1

4

{
I +X(1) Z(2) (−1)

P

j mjΓj,1 etλ(1,0)+

+ Z(1) X(2) (−1)
P

j mjΓj,2 etλ(0,1) − (6.18)

− (XZ)(1) (XZ)(2) (−1)
P

j mj(Γj,1+Γj,2) etλ(1,1)
}
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O sea, en el caso en que los qubits sobre los que no se mide son vecinos la

matriz densidad de este par luego de la medición es diagonal en una base

de autoestados comunes de los operadores X(1)Z(2) y Z(1)X(2) (que puede

obtenerse de la base de Bell aplicando una compuerta H sobre cualquiera de

los dos qubits). Los autovalores de la matriz densidad ρ1,2 son independientes

de los resultados obtenidos en las mediciones de los otros qubits, y resultan

siempre no negativos e iguales a:




α1 = (1/4)(1 + etλ(1,0) + etλ(0,1) + etλ(1,1))

α2 = (1/4)(1 − etλ(1,0) − etλ(0,1) + etλ(1,1))

α3 = (1/4)(1 + etλ(1,0) − etλ(0,1) − etλ(1,1))

α4 = (1/4)(1 − etλ(1,0) + etλ(0,1) − etλ(1,1))

(6.19)

Al trasponer la matriz ρ1,2 respecto de uno de los dos qubits, se obtiene

una matriz cuyos autovalores están dados por:




α′
1 = (1/4)(1 + etλ(1,0) + etλ(0,1) − etλ(1,1))

α′
2 = (1/4)(1 − etλ(1,0) − etλ(0,1) − etλ(1,1))

α′
3 = (1/4)(1 + etλ(1,0) − etλ(0,1) + etλ(1,1))

α′
4 = (1/4)(1 − etλ(1,0) + etλ(0,1) + etλ(1,1))

(6.20)

De acuerdo al criterio de la transposición parcial, entonces, el estado de los

dos qubits es entrelazado si y sólo si el menor autovalor, α′
2, es negativo, o sea

si 1 < etλ(1,0) + etλ(0,1) + etλ(1,1). Es claro que para tiempos cortos el estado

resulta entrelazado y para tiempos largos, en general, el entrelazamiento

desaparece. El tiempo cŕıtico tc de pérdida del entrelazamiento, dado por la

ecuación:

etcλ(1,0) + etcλ(0,1) + etcλ(1,1) = 1 (6.21)

depende de la forma del estado-grafo inicial y de los pesos de los distintos

operadores de Pauli en el superoperador L.

6.3. El tiempo de pérdida de entrelazamiento en

algunos casos particulares

A lo largo de esta sección se hallarán los tiempos cŕıticos en que desa-

parece el entrelazamiento entre los qubits del par estudiado, para distintos

pesos de los operadores de Pauli en L y distintas geometŕıas del grafo, espe-

cialmente para el caso de estados cluster. Según sea el modelo de decoheren-

cia utilizado, el tiempo cŕıtico puede depender del grado de cada vértice

(esto es, el número de vecinos que tiene), de la cantidad de vecinos comunes

entre los qubits en el par, u otras propiedades del grafo.
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En adelante se llamará Ni al conjunto de qubits vecinos del vértice i-

ésimo, {i} al conjunto cuyo único elemento es el vértice i-ésimo, y Ñi al

conjunto de vértices j tales que
∑

k Γi,kΓj,k = |Nk ∩Nj| = 1 (mod 2), o sea,

que tienen un número impar de vecinos comunes con el vértice i, donde se

usa |A| para indicar la cantidad de elementos en el conjunto A. La unión,

intersección y resta de conjuntos se notarán en la forma convencional A∪B,

A ∩ B, y A − B respectivamente, y se usará A ⊕ B = (A ∪ B) − (A ∩ B).

Dados dos vértices i, j, se indicará por Ñi,j al conjunto de pares de vecinos

{k, l} tales que k, l /∈ {i, j} y Γi,k +Γj,k+Γi,l+Γj,l = 1 (mod 2), o sea, tales

que uno de los vértices j, k es vecino de i o de j y el otro es vecino de los

dos o de ninguno (la necesidad de introducir semejantes conjuntos se verá a

lo largo de la sección).

En un estado cluster en dimensión D se tiene, para cualquier vértice i,

|Ni| = |Ñi| = 2D, y dos vértices vecinos no tienen vecinos comunes. El caso

de un cluster de dos dimensiones se muestra en la Figura 6.1.

Figura 6.1: Grafo asociado a un cluster de dos dimensiones. a) Se indica con un

ćırculo un dado qubit ({i}), con un cuadrado sus vecinos (Ni) y con un rombo los

qubits que comparten con i un número impar de vecinos (Ñi). b) Para un par de

vecinos i, j indicados con ćırculos, se señalan con cuadrados los vértices en Ni∪Nj ,

y con un rombo los vértices en Ñi ∪ Ñj . c) Para un par de vecinos i, j marcados

con ćırculos, se indican con ĺıneas punteadas los pares de qubits vecinos en Ñi,j ,

tales que uno de los qubits es vecino de i o de j y el otro de ninguno de los dos (i,

j no tienen vecinos comunes).

6.3.1. Ruido individual sobre cada qubit

El caso en que el ambiente afecta a cada qubit por separado y a todos

por igual fue estudiado en [42], con resultados iguales a los obtenidos en esta

sección. Este caso corresponde a una evolución dada por L = L1 + . . .+Ln,
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donde cada uno de los Lj actúa en la misma forma pero solamente sobre el

qubit j-ésimo, según:

Lj ρ =

3∑

k=0

ck(σk)(j) ρ (σk)(j) (6.22)

con ck ≥ 0 para k = 1, 2, 3 y
∑

k ck = 0. Utilizando la ecuación (6.8) pueden

calcularse los autovalores λ(a1, a2), que están dados por:

λ(1, 0) = −2[(c1 + c2)|N1| + (c2 + c3)]

λ(0, 1) = −2[(c1 + c2)|N2| + (c2 + c3)]

λ(1, 1) = −2[(c1 + c2)|N1 ⊕N2| − 2(c2 − c3)]

A causa del entrelazamiento entre cada qubit y sus vecinos, el ruido

en los vecinos afecta el estado final del par de qubits, y los autovalores

son, en general, más negativos cuanto mayor sea el número de vecinos de

cada qubit en el par. Como se hace notar en [42], el tiempo de pérdida de

entrelazamiento depende de la cantidad de vecinos de los vértices estudiados

pero no necesariamente del tamaño del grafo; si la cantidad de qubits en el

grafo aumenta sin alterar la cantidad de vecinos (como ocurre, por ejemplo,

al agrandar una red cuadrada) el tiempo cŕıtico no vaŕıa; algo similar ocurre

en cualquier caso en que los operadores en L actúan sobre un número finito

de qubits independiente del tamaño del grafo.

Para la misma intensidad de ruido, en la Figura 6.2 se muestra el valor

de tiempo cŕıtico para estados cluster (|Ni| = 2D, |N1 ⊕ N2| = 4D) en

función de la dimensionalidad D del cluster, para ruido correspondiente a los

canales depolarizante (c1 = c2 = c3 = c/3), “bit-flip” (c1 = c, c2 = c3 = 0)

y desfasante o “phase-flip” (c3 = c, c1 = c2 = 0).

El canal desfasante tiene la propiedad llamativa de que el tiempo cŕıtico

es totalmente independiente de la geometŕıa del grafo. Esto puede entender-

se teniendo en cuenta la forma en que actúan los operadores de Pauli sobre

un estado-grafo. Dado que el estado es estabilizado por los operadores con-

sistentes en la aplicación simultánea de X sobre un qubit y Z sobre todos

sus vecinos, la acción del operador X(j) es igual a la de
∏
k Z

Γj,k
(k) . En con-

secuencia, cualquier ruido de Pauli puede ser descripto usando únicamente

productos de operadores Z, aunque sobre diferentes qubits. La aplicación de

un canal individual tipo bit-flip sobre un qubit es igual a un ruido que aplica

Z en forma correlacionada sobre todos los vecinos del qubit, y por esto el

efecto del canal depende de la cantidad de vecinos. Algo similar ocurre con

el ruido que aplica el operador Y sobre un qubit, y en cambio el operador

Z actúa en forma independiente del número de vecinos.
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Figura 6.2: Tiempos cŕıticos de desaparición del entrelazamiento entre pares de

vecinos para un modelo de ruido con canales de Pauli independientes e iguales en

cada qubit, actuando sobre qubits pertenecientes a un estado cluster. Se mues-

tran los tiempos cŕıticos en función de la dimensión del cluster para los canales

depolarizante, desfasante y bit-flip.

6.3.2. Ruido correlacionado entre un qubit y todos sus veci-

nos

El siguiente modelo de ruido contempla la posibilidad de que un cierto

canal ruidoso actúe en forma correlacionada sobre cada qubit y sus vecinos,

en la forma: L = L1 + . . .+ Ln, donde Li actúa en la misma forma sobre el

qubit i-ésimo y sobre sus vecinos, según:

Li ρ =

3∑

k=0

ck

[
(σk)(i)

∏

j

(σ
Γi,j
k )(j)

]
ρ
[
(σk)(i)

∏

j

(σ
Γi,j
k )(j)

]
(6.23)

con ck ≥ 0 para k = 1, 2, 3 y
∑

k ck = 0. Utilizando la ecuación (6.8) pueden

calcularse los autovalores λ(a1, a2):

λ(1, 0) = −2[c1|N1 ⊕ Ñ1| + c2|Ñ1 ⊕ {1}| + c3(|N1| + 1)]

λ(0, 1) = −2[c1|N2 ⊕ Ñ2| + c2|Ñ2 ⊕ {2}| + c3(|N2| + 1)]

λ(1, 1) = −2[c1|N1 ⊕N2 ⊕ Ñ1 ⊕ Ñ2| + c2|{1} ⊕ {2} ⊕ Ñ1 ⊕ Ñ2|+
+ c3(|N1 ⊕N2| − 2)]

Para la geometŕıa de un estado cluster en dimensión D se tiene que
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|Ni⊕ Ñi| = 4D, |Ñi⊕{i}| = 2D+1. Además resulta |Ni⊕Nj ⊕ Ñi⊕ Ñj| =

= 8(D−1)+4, |{i}⊕{j}⊕ Ñi⊕ Ñj| = 4D+2 (ver Figura 6.1.b). Insertando

estos datos en las expresiones de los autovalores se obtiene:

λ(1, 0) = λ(0, 1) = −2[(2c1 + c2 + c3)2D + (c2 + c3)]

λ(1, 1) = −4[(2c1 + c2 + c3)2D + (−2c1 + c2 − c3)]

En la Figura 6.3 se muestra la dependencia del tiempo cŕıtico para los

análogos de los canales depolarizante (c1 = c2 = c3 = c/3), bit-flip (c1 = c,

c2 = c3 = 0) y phase-flip (c3 = c, c1 = c2 = 0) en función de la dimensiona-

lidad del cluster.
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Dimensión del cluster

Canales sobre un qubit y sus 
vecinos, análogos a:

 Canal depolarizante
 Bit-flip
 Phase-flip

Figura 6.3: Tiempos cŕıticos de desaparición del entrelazamiento entre pares de

vecinos para un modelo de ruido con canales de Pauli correlacionados sobre cada

qubit y todos sus vecinos. El estado inicial del sistema es un estado cluster. Se

muestran los tiempos cŕıticos en función de la dimensión del cluster para los canales

análogos al depolarizante, desfasante y bit-flip.

6.3.3. Ruido correlacionado sobre pares de vecinos

Si el ruido actúa en forma correlacionada sobre pares de qubits vecinos,

se tiene L =
∑

i,j Li,j donde Li,j aplica operadores de Pauli iguales sobre

dos qubits vecinos, en la forma:

Li,j ρ =
3∑

k=0

ck

[
(σk)(i)(σk)(j)

]Γi,j
ρ
[
(σk)(i)(σk)(j)

]Γi,j
(6.24)
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con ck ≥ 0 para k = 1, 2, 3 y
∑

k ck = 0. Los autovalores λ(a1, a2) están

dados por:

λ(1, 0) = −2[(c1 + c3)|N1| + (c1 + c2)
∑

k∈N1
|Nk − ({1} ∪N1)|]

λ(0, 1) = −2[(c1 + c3)|N2| + (c1 + c2)
∑

k∈N2
|Nk − ({2} ∪N2)|]

λ(1, 1) = −2[(c1+c2)|Ñ1,2|+2(c1−c2)|N1∩N2|+(c2+c3)(|N1|+|N2|−2)]

Para un estado cluster de dimensión D, resulta |Ñi,j | = |Ni|+ |Nj|−2 =

= 4D − 2 (ver Figura 6.1.c), y como además los vértices vecinos no tienen

vecinos comunes, para cualquier vértice k vecino de i es |Nk − ({i} ∪Ni)| =

= |Nk − {i}| = 2D − 1. Los autovalores, entonces, valen:

λ(1, 0) = λ(0, 1) = −4D[(c1 + c2)(2D − 1) + (c1 + c3)]

λ(1, 1) = −4(2D − 1)[c1 + c2 + 2c3]

En la Figura 6.4 se muestra la dependencia del tiempo cŕıtico para los

análogos de los canales depolarizante (c1 = c2 = c3 = c/3), bit-flip (c1 = c,

c2 = c3 = 0) y phase-flip (c3 = c, c1 = c2 = 0) en función de la dimensiona-

lidad del cluster.
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Dimensión del cluster

Canales sobre pares de vecinos,
análogos a:

 Canal depolarizante
 Bit-flip
 Phase-flip

Figura 6.4: Tiempos cŕıticos de desaparición del entrelazamiento entre vecinos

para un modelo de ruido con canales de Pauli correlacionados actuando sobre

pares de qubits vecinos, pertenecientes a un estado cluster. Se muestran los tiem-

pos cŕıticos en función de la dimensión del cluster para los canales análogos al

depolarizante, desfasante y bit-flip.
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En los tres modelos de ruido, la forma en que vaŕıa el tiempo cŕıtico al

aumentar la dimensión del cluster puede entenderse como consecuencia de

la variación en la probabilidad “efectiva”de la aplicación de ruido sobre los

qubits estudiados. Dado que la acción de X o Y sobre un qubit es igual

a la de un producto de Zs sobre los qubits vecinos, si la probabilidad de

que un canal de ruido tipo X o Y actúe sobre un qubit es constante, la

probabilidad de que el ruido tipo Z equivalente afecte a un qubit dado

crece como el número de sus vecinos. Por esta razón, el tiempo cŕıtico en el

modelo de ruido individual sobre los qubits es independiente de la dimensión

del cluster para el canal desfasante, y en cambio decrece aproximadamente

como D−1 cuando el canal de ruido es depolarizante o bit-flip.

En forma similar pueden analizarse los dos modelos considerados de rui-

do correlacionado. En el primer caso, en que el ruido se aplica en forma

correlacionada sobre un qubit y todos sus vecinos, el par {1, 2} es afectado

por el ruido de tipo X o Y centrado en sus segundos vecinos. Sin embargo,

la aplicación de ruido sobre qubits que compartan un número par de vecinos

con los qubits {1, 2} no tiene efecto sobre ellos (ya que el ruido equivalente

aplicaŕıa dos veces la compuerta Z). Por esto, los qubits en el par estudia-

do sólo son afectados por el ruido sobre qubits con los que comparten un

número impar de vecinos. En un cluster, este número crece linealmente con

la dimensión del cluster (al igual que el número de primeros vecinos), y por

esto en este modelo todos los canales de ruido considerados tienen tiem-

pos cŕıticos que disminuyen aproximadamente como D−1. Por último, en el

modelo en que el ruido actúa en forma correlacionada sobre pares de qubits

vecinos, nuevamente los qubits {1, 2} son afectados por sus segundos vecinos

(excepto en el caso del canal desfasante), pero ahora sin la restricción sobre

la paridad del número de vecinos comunes. En consecuencia, los tiempos

cŕıticos decaen aproximadamente como D−2 para los canales depolarizante

y bit-flip, y como D−1 para el canal desfasante.

6.4. El efecto de la decoherencia en la función de

Wigner

La evolución del estado-grafo bajo los efectos de la decoherencia puede

observarse por medio de las funciones de Wigner discretas definidas en el

caṕıtulo 3. Con la elección usual de los operadores de traslación, en la forma

T (~q, ~p) = σ~q,~p, haciendo uso de las expresiones (3.30) y (3.36) para obtener

la función de Wigner en cada punto, y del desarrollo de la matriz densidad
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para todo tiempo dado por (6.12), resulta:

W (~q, ~p, t) =
1

d2

∑

~a

(−1)~a·(~p+Γ~q) f(~a,Γ~a) e
tλ~a,Γ~a (6.25)

Si se elige una grilla cuántica conveniente para la representación del

estado-grafo inicial, es decir una tal que f(~a,Γ~a) = 1 ∀ ~a (los puntos de

coordenadas (~a,Γ~a) son los asociados al estabilizador del grafo), la expresión

de la función de Wigner se simplifica aún más, en la forma:

W (~q, ~p, t) =
1

d2

∑

~a

(−1)~a·(~p+Γ~q) etλ~a,Γ~a (6.26)

En el instante inicial esa función corresponde al estado-grafo, y la suma-

toria sólo es no nula en los puntos del espacio de fases asociados al estabi-

lizador del estado. En el caso más general, en que todos los autovalores λ~a,Γ~a
son no nulos excepto el λ~0,~0, la única contribución a la suma que no decae es

la dada por el término ~a = 0, que corresponde a una distribución uniforme

(porque el estado tiende al totalmente mixto).

El efecto de un canal de ruido que aplica operadores de Pauli tiene una

interpretación sencilla en términos de la función de Wigner del estado. Dado

que los operadores de Pauli corresponden a traslaciones en el espacio de

fases, el efecto del ruido es superponer las distintas funciones de Wigner

obtenidas al trasladar la original, pesadas por las probabilidades asociadas a

la aplicación de cada operador de traslación. En consecuencia, bajo la acción

de canales desfasantes (o cualquier producto de operadores Z) la función de

Wigner es “borroneada” en la dirección vertical, mientras que los canales

tipo bit-flip tienen un efecto similar en la dirección horizontal. La forma

en que evoluciona el estado depende del modelo de ruido considerado y del

estado-grafo inicial; en las Figuras 6.5 y 6.6 se muestra la representación en el

espacio de fases de tres instantes en la evolución de un sistema de tres qubits

cuyo estado inicial es el asociado a una cadena lineal y sobre los que actúan

canales independientes de ruido desfasante y bit-flip, respectivamente.

Alternativamente, se puede representar el estado en el espacio de fases

usando la función de Wigner “a medida” para el estado-grafo inicial, o sea,

con las traslaciones horizontales identificadas con los operadores que estabi-

lizan el estado-grafo. En este caso, el desarrollo del estado inicial en términos

de sus estabilizadores (6.11) puede reescribirse en la forma:

ρ(0) =
1

d

∑

~a

σ~a,Γ~a =
1

d

∑

~a

T ′(~a,~0) (6.27)
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Figura 6.5: Función de Wigner para un sistema de tres qubits, inicialmente en

el estado-grafo asociado a un cluster lineal, que sufren decoherencia en la forma

de canales desfasantes independientes. Para aumentar el contraste y dado que la

función de Wigner es positiva en la grilla cuántica elegida, el blanco corresponde

al valor cero y el negro a 1/8. Se representa el estado en los instantes: a) t = 0; b)

t = 0, 25; c) t = 0, 75 (el tiempo cŕıtico de pérdida del entrelazamiento entre vecinos

es tc ∼ 0, 44). El ruido desfasante produce traslaciones en la dirección vertical.

La función de Wigner del sistema tiende al estado totalmente mixto (distribución

uniforme).

Figura 6.6: Función de Wigner de un sistema de tres qubits, cuyo estado inicial

es el asociado a un cluster lineal, bajo los efectos de canales bit-flip sobre cada

qubit. Se muestra la función de Wigner para los instantes: a) t = 0; b) t = 0, 25;

c) t = 0, 75 (el tiempo de pérdida del entrelazamiento entre primeros vecinos es

tc ∼ 0, 31). El blanco corresponde al valor cero y el negro a 1/8. El ruido, asociado

a operadores de traslación horizontales, borronea la función de Wigner en esta

dirección. Esta evolución no tiende al estado totalmente mixto, ya que el estado

inicial es autoestado (con autovalor 1) del operador X(1)X(3), que conmuta con los

operadores de ruido. De hecho, el estado tiende a una distribución uniforme sobre

las ĺıneas horizontales asociadas al espacio de estados estabilizados por X(1)X(3),

cuyos puntos tienen coordenadas ~p tales que p1 + p3 = 0 (mod 2).
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y el estado a cualquier tiempo posterior está dado por:

ρ(t) =
1

d

∑

~a

T ′(~a,~0) etλ~a,Γ~a (6.28)

donde los autovalores λ son los mismos de antes, ya que esto no es más que

la ecuación (6.12) pero teniendo en cuenta que las traslaciones horizontales

son T ′(~a,~0) = σ~a,Γ~a.

La función de Wigner se obtiene de la manera usual, pero recordando la

redefinición de las traslaciones (y el consiguiente cambio en los proyectores

asociados a las ĺıneas, y en los operadores de punto). Para el estado a tiempo

t, con esta nueva definición de la función de Wigner se tiene:

W ′(~q, ~p, t) =
1

d2

∑

~a

(−1)~a·~p etλ~a,Γ~a (6.29)

Esta expresión corresponde a una función de Wigner que no depende

de la coordenada horizontal ~q, lo cual se debe a que para cualquier valor

de t el estado es una superposición estad́ıstica de autoestados de los estabi-

lizadores del grafo (con distintos autovalores). Esta invariancia de la función

de Wigner frente a la aplicación de traslaciones de la forma σ~a,Γ~a ya estaba

presente en la definición anterior, pero aqúı se hace más evidente porque

estos operadores ahora corresponden a traslaciones horizontales (las trasla-

ciones oblicuas en el espacio de fases con coordenadas en GF (d) no son tan

fáciles de visualizar).

Para esta definición de las traslaciones, el estado inicial es el rayo hori-

zontal, y el ruido de un canal desfasante corresponde a traslaciones verticales

en el espacio de fases (Figura 6.7) mientras que el ruido bit-flip ahora aplica

traslaciones oblicuas (Figura 6.8).

95



Figura 6.7: Función de Wigner para un sistema de tres qubits cuyo estado inicial

es el estado-grafo asociado a un cluster lineal y que sufren decoherencia en la forma

de canales desfasantes independientes. Las traslaciones horizontales se asocian a

los estabilizadores del grafo. Para aumentar el contraste y dado que la función de

Wigner es positiva en todo instante, el blanco corresponde al valor cero y el negro

a 1/8. Las figuras corresponden a los instantes: a) t = 0; b) t = 0, 25; c) t = 0, 75

(el tiempo cŕıtico es tc ∼ 0, 44). El ruido equivale a la aplicación de traslaciones en

la dirección vertical. La función de Wigner del sistema tiende al estado totalmente

mixto (distribución uniforme).

Figura 6.8: Función de Wigner de un sistema de tres qubits que se preparan en el

estado asociado a un cluster lineal y evolucionan bajo los efectos de canales bit-flip

independientes e iguales sobre cada qubit. El blanco corresponde al valor cero y el

negro a 1/8. Las traslaciones horizontales se asocian a los estabilizadores del grafo.

Se muestra la función de Wigner para los instantes: a) t = 0; b) t = 0, 25; c) t = 0, 75

(el tiempo de pérdida del entrelazamiento entre primeros vecinos es tc ∼ 0, 31). El

ruido produce traslaciones oblicuas en el espacio de fases, que borronean la función

de Wigner. Esta evolución no tiende al estado totalmente mixto, ya que el estado

inicial es autoestado (con autovalor 1) del operador X(1)X(3), que conmuta con los

operadores de ruido. De hecho, el estado tiende a una distribución uniforme sobre

las ĺıneas horizontales asociadas al espacio de estados estabilizados por S1S3 =

= X(1)X(3), cuyos puntos tienen coordenadas ~p tales que p1 + p3 = 0 (mod 2).
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

A lo largo de esta tesis se han analizado varios problemas relacionados

con la representación en el espacio de fases del estado de un sistema de qubits

y su evolución, dedicando especial atención a los estados estabilizadores y

estados-grafo, por su importancia particular para la computación cuántica.

La utilización de cuerpos de Galois en la construcción del espacio de

fases permite dotar a la función de Wigner discreta de algunas propiedades

notables, como el hecho de que las distintas estriaciones correspondan a

bases mutuamente conjugadas de estados estabilizadores. En contraparti-

da, la definición de la función de Wigner es bastante más complicada que

al usar aritmética módulo d, o 2d. No existen hasta el momento criterios

que permitan seleccionar una única función de Wigner, sino que existe una

libertad enorme en la elección de la definición a utilizar en cada caso (y

la cantidad de opciones aumenta tremendamente a medida que se agregan

qubits al sistema); sin embargo esta multiplicidad de elecciones posibles en

algunos casos es una ventaja, ya que permite adaptar la definición de Wigner

al problema particular que se quiera estudiar (con el inconveniente de que

la comparación de resultados obtenidos con funciones de Wigner diferentes

no es sencilla).

La representación de sistemas de qubits por medio de la función de Wig-

ner discreta se analizó para una variedad de problemas: se demostró que

el conjunto de estados con función de Wigner totalmente positiva es el de

combinaciones estad́ısticas de los proyectores asociados a ĺıneas en el espacio

de fases, y se encontró un conjunto de operadores que preservan la positivi-

dad total. Se estudió el comportamiento de la interferencia en el espacio de

fases al superponer pares de estados estabilizadores, y en particular pares de

estados asociados a ĺıneas en el espacio de fases, observando que en general

la interferencia tiende a ocupar todo el espacio de fases, a diferencia de lo
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que ocurre en la función de Wigner continua y sus generalizaciones módulo

d o 2d. Por último, se observó el efecto en la función de Wigner de un mo-

delo de decoherencia aplicado a la evolución de un sistema de qubits en un

estado-grafo, utilizando el hecho de que el ruido en la forma de operadores

de Pauli produce traslaciones en el espacio de fases.

Existen aún muchos problemas abiertos en relación con los estudiados,

además del ya mencionado respecto de la búsqueda de una definición única

de la función de Wigner con coordenadas enGF (d). Entre ellos se encuentran

la caracterización de los estados con función de Wigner positiva en cada una

de las definiciones posibles, y la del conjunto de operadores que preservan

la positividad en cada definición. Respecto del grupo de operadores que

preservan la positividad total, se sabe que es un subgrupo del grupo de

Clifford, pero no cuáles son exactamente los operadores en este subgrupo.

En el estudio de la interferencia, se mostró que para sistemas de dos o tres

qubits no es posible evitar, en general, que la interferencia en el espacio de

fases se superponga con las ĺıneas asociadas a los estados que interfieren.

La extensión de este resultado a casos de más qubits parece una conjetura

razonable, pero no ha sido demostrada.

Más allá de los temas tratados en esta tesis, hay una gran variedad de

problemas interesantes aún no resueltos relacionados con los estados esta-

bilizadores o las funciones de Wigner discretas. Entre ellos se encuentra el

de la existencia de bases mutuamente conjugadas, y su relación con el pro-

blema geométrico de la existencia de planos afines [44, 45]. También siguen

apareciendo propuestas alternativas para definir la función de Wigner dis-

creta [46]. El estudio de la equivalencia local de estados estabilizadores, del

entrelazamiento en estados-grafo o estados estabilizadores, y de su persis-

tencia bajo el efecto de la decoherencia es un área activa de investigación

[47, 48]. Respecto de los estados-grafo, su importancia para la computación

cuántica tiene mucho que ver con la aparición del modelo one–way. A par-

tir de ella surgieron varias propuestas para fabricar estados-grafo, tanto

con geometŕıas de cluster como en versiones más complejas y adaptables

al cómputo a realizar en cada caso [49, 50, 51]; la plausibilidad de la cons-

trucción de computadoras cuánticas en este modelo (y en cualquier otro)

depende de los avances experimentales que se produzcan de aqúı en más.
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Mis compañeros1 Diana, Flavia, Fer, Ale, León, Léıto2, Rolo3 y Wil4,

por todo lo que me divert́ı durante la carrera.

Mis amigos del mundo exterior, Ulises, Lore, Lu, Piki, y especialmente

Nanu y Lao, por darme vacaciones en cualquier época del año.

Padre, madre, hermano y hermanas, la abuela y la Ñata, porque co-
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Beta, por todas las razones ñoñas imaginables y por otras de ı́ndole
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