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Resumen

La caracterizacién de la dindamica de sistemas cudnticos es uno de los problemas
claves que debe sortear la computacion cuantica para ser viable. Este problema, consis-
te en identificar y cuantificar los factores que acttian en una dindmica cuantica de una
manera sistematica y se denomina tomografia de procesos cuanticos. En este trabajo, se
hace un repaso de distintos métodos propuestos en la literatura para la caracterizacion
de procesos cuénticos, para luego, en este contexto, dar propuestas superadoras. En
particular, se presentan herramientas tales como la introduccién intencional de aleato-
riedad, los 2-disefios y las bases mutuamente no sesgadas; se demuestra su valor para la
comprensiéon y creaciéon de algoritmos tomograficos. Como resultado, se proponen algo-
ritmos tomograficos novedosos, capaces de estimar coeficientes tomogréficos de manera
selectiva y eficiente.
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1. Introducciéon

1.1. Marco y motivacién

El 4rea de informacion y computacion cuéntica es un campo multidisciplinario que bus-
ca entender y controlar el procesamiento de informacion en el contexto de las leyes de la
mecdanica cuantica [NC00]. Algunas de las areas en las que la informaciéon cuantica ya esta
mostrando aplicaciones tecnologicas son la generacion de ntimeros aleatorios y la criptografia
cudntica. En el area de algoritmos, los modelos de computaciéon cuantica permitirian imple-
mentar el algoritmo de factorizacion de Peter Shor o simulaciones de sistemas cuénticos
naturales. Estas son algunas de las metas que motivan los desarrollos tecnologicos necesarios
para la construccion de computadoras cuanticas.

No obstante, el ruido y la decoherencia en los sistemas cuanticos parece ser uno de los
principales obstaculos para la construcciéon de sistemas capaces de controlar un gran nimero
de qubits por periodos largos, condiciéon que seria necesaria para el computo cuéntico. Se han
disenado codigos correctores de errores y representaciones de circuitos cuanticos resistentes
a fallas que serian capaces de contener la propagacion descontrolada de errores |Got97]. Pero
antes de poder aplicar estos métodos, es necesario reducir el ruido a un nivel aceptable,
denominado fault tolerance threshold. Es aqui donde aparece el problema de tomografia de
procesos cuanticos. De manera maniquea, se puede decir que la caracterizacion de los procesos
cuanticos, es responsable de discernir entre tres situaciones:

= No hay errores significativos (se tiene un espacio libre de decoherencia).

= Hay pocos errores con peso significativo, los cuales podran corregirse con cédigos co-
rrectores.

= Hay muchos errores con peso significativo y debe evitarse codificar informacion en los
subespacios afectados.

Permitira en este contexto concentrar los recursos destinados a la aplicacion de los métodos
de correccion de errores sobre los errores méas significativos.

En el contexto de la fisica experimental, la tomografia de procesos cuédnticos también
juega un rol fundamental. La caracterizacion de procesos cudnticos permite poner a prueba
hipotesis respecto al comportamiento de sistemas fisicos y permite un acceso completo a un
espacio muy rico de parametros observables experimentalmente.

1.2. Aleatoriedad

En el campo de la computacion clasica, muchos problemas algoritmicos encuentran res-
puestas eficientes al permitir el uso de aleatoriedad en los mismos (algoritmos randomizados).
Sin ser exhaustivo, el uso de nimeros aleatorios en algoritmos clésicos puede apreciarse en



estimacion estocastica ', métodos criptograficos, algoritmos geométricos e incluso para pro-
blemas generales como ordenar., criptografia.

Los ntimeros aleatorios, representan la manera de introducir aleatoriedad en algoritmos
clasicos en la computacion clasica. Es por ello, que el problema de la generacion de nu-
meros aleatorios resulta muy importante. Puede tomarse el capitulo sobre el tema escrito
por Donald Knuth [Knu97|] como testimonio de esta afirmacion. En la practica, la imposi-
bilidad de generar niimeros aleatorios en un contexto determinista, lleva a que se utilicen
sucesiones pseudoaleatorias de nimeros que resultan adecuadas para la mayor parte de las
aplicaciones. No obstante, el formalismo cuantico vuelve trivial a este problema. Para ge-
nerar un bit aleatorio, solo es necesario preparar un gbit en un estado conocido, y medirlo
en una base complementaria. Por ejemplo, preparar el estado \%(!0} + 1)) y medirlo en la
base computacional {|0),[1)}. Se obtiene asi todos los resultados posibles de la medicion
con igual probabilidad y de manera independiente. Al dia de la fecha, los generadores de
ntmeros aleatorios son el producto comercial mas importante ofrecido por la industria de la
informacion cuanticalidQ).

Podemos preguntarnos entonces, cual es el andlogo cuéntico de los niimeros aleatorios. La
literatura sugiere que son los operadores unitarios aleatorios y estados cuanticos aleatorios.
En un articulo [EWST03], Joseph Emerson et al. proponen el uso de operadores pseudo-
aleatorios que requieran de pocos recursos para su generacion manteniendo propiedades
estadisticas importantes de los operadores unitarios aleatorios.

Nuestro tratamiento del problema de la tomografia de procesos cuénticos se basa en la
introduccion explicita de aleatoriedad. Es sorprendente que este enfoque no se haya tomado
mas seriamente en el pasado, dado que de todas maneras se trata de un problema que
inherentemente involucra estimar probabilidades que describan univocamente al proceso. La
aleatoriedad permite obtener algoritmos tomograficos mas eficientes y sorprendentemente,
también permite simplificar el anélisis de los errores de estimacion.

1.3. Estructuracién del trabajo

En las seccion 2, presentamos la nocion de canal cuantico o proceso que utilizaremos.
Introducimos sus distintas representaciones asi como métodos generales para pasar de una a
otra. Se introduce primero la representacion de Kraus o suma de operadores, que suele tener
interpretacion mas directa en términos de fenémenos fisicos. Luego, presentamos la represen-
tacion y (Chi), que describe a un canal cuéntico de manera unica en términos de una base
de operadores elegidos. Esté sera la representacion més utilizada a la hora de presentar los
métodos tomograficos. Finalmente, incluimos también la representacion A (Lambda) cuyos
coeficientes admiten una interpretacion directa respecto a como se mapean estados iniciales
a estados finales.

! Las simulaciones de Monte Carlo pueden tomarse como un caso particular de estimacion estocastica de
cantidades que son impracticas de calcular.



En la seccion 3 presentamos los métodos existentes de tomografia cuantica de proce-
sos. Comenzamos por describir la tomografia estandar de estados cuanticos y de procesos
cuanticos [NC00, CN97|, por ser estos los métodos de referencia para cualquier otra pro-
puesta. Luego, presentamos sucesivamente el método de tomografia cuéntica asistida por
ancila [ABJT03], la caracterizacion directa de dindmicas cuanticas [MLO06] y finalmente, la
caracterizacion simetrizada de procesos cuanticos ruidosos [ESM107].

En la seccion 4, presentamos como cualquier coeficiente de la matriz y puede describirse
en términos de propieades globales del canal. En particular, damos una propuesta original de
como expresar los distintos elementos de y en términos de fidelidades medias de canales que
resultan de modificaciones sobre el canal original. Este técnica, junto con métodos eficientes
para estimar la fidelidad, permiten selectivamente medir cualquier coeficiente de la matriz
tomografica x con una cantidad de experimentos independiente de la dimension y sin mas
que un qubit auxiliar. Dejamos planteada la posibilidad de resolver este problema mediante
el uso de 2-disenos, que seran presentados con més detalle en las siguientes secciones.

En la secciéon 5, presentamos la nociéon de t-disenio, conjuntos de puntos que permiten
reducir integrales a promedios sobre los mismos. Presentamos algunas de sus propiedades
mas importantes y definiciones alternativas guiados por el articulo de Andreas Klappenecker
y Martin Roetteler [KR05|. Luego, presentamos las bases mutuamente no sesgadas, bases
que en la mecénica cuantica estan asociadas a observables complementarios, mostrando que
un conjunto maximal de las mismas constituye un 2-diseno. Finalmente, repetimos algunos
resultados de [BBRV02| que permiten relacionar las bases mutuamente no sesgadas con bases
de unitarios ortogonales como los operadores de Pauli.

En la seccion 6 mostramos una construccion explicita de un conjunto maximal de bases
mutuamente no sesgadas siguiendo las lineas trazadas en la tesis de Ariel Bendersky [Ben06].
En una tomografia computada, ya sea en resonancia magnética, en rayos-X o la técnica de
preferencia, se pueden reconstruir imagenes bidimensionales a partir de informacion obtenida
sobre las lineas que se obtiene externamente. La transformacion que se aplica para procesar
la informacion en este caso, se llama transformada de Radén. En el caso de espacios finitos
discretos, no existe una geometria continua natural. Para lograr resultados analogos, se dara
una geometria discreta a estos espacios a partir de construcciones de cuerpos finitos. Esta es la
construccién se da en la seccion 6, y sus origenes pueden trazarse a un trabajo de William K.
Wootters y B. D. Fields [WF89]. El principal aporte en esta seccion es la definicion explicita
de un conjunto maximal de bases mutuamente no sesgadas con buenas propiedades a partir
de una descripcion de tamano polinomial. Se hace especial énfasis en comprender el efecto
que tienen los operadores de la base de unitarios ortogonales sobre los vectores de las bases
mutuamente no sesgadas asociadas. Es por ello, que los resultados de esta seccion resultan
esenciales para entender el método tomogréfico diagonal que se presenta en la secciéon 7, pues
su definicién hace un fuerte uso de la construcciéon explicita particular dada para las bases
mutuamente no sesgadas.

En la seccién 7 se muestran resultados originales que permiten aprovechar mediciones
completas para hacer tomografia de procesos. Se muestra en este contexto como, con recursos



polinomiales pueden darse estimaciones de cualquiera y de todos los coeficientes diagonales
que representan al proceso cuéntico. Este método original, representa la primer propuesta
polinomial capaz de dar una reconstruccion completa de los coeficientes diagonales de y sin
la utilizacion de sistemas auxiliares. También bosquejamos la posibilidad de obtener algunos
conjuntos de coeficientes no diagonales de manera simultanea.

Una version resumida de los principales resultados obtenidos, se encuentra disponible
publicamente por medio del arXiv [BPP08] y ha sido enviada solicitando su publicacién.



2. Canales y Operadores Cuanticos

Primero que nada, resulta importante describir con algtn detalle, que nocién tenemos
de un proceso cuantico. Es posible deducir desde primeros principios que la evolucion de
sistemas cuénticos cerrados siempre vendra dada por un operador unitario [¢') = U |¢) o
bien &(p) = p' = UpUT. Esta evolucion puede presentarse como el resultado de la acciéon de un
Hamiltoniano externo, o bien como el resultado de aplicar un circuito cuantico compuesto de
elementos bésicos unitarios. La ventaja del modelo circuital es la falta de referencia explicita
al paso del tiempo.

En el caso de sistemas abiertos, la descripcion de los mismos se vuelve un tanto mas
compleja. Ya no podremos afirmar que el sistema evolucione bajo la accién de un operador
unitario ya que es necesario considerar la interacciéon con su ambiente. En este caso, la
evolucion unitaria corresponde al sistema junto con su ambiente.

p— T E&p)

pUpUTyp U

ENvV

Nielsen y Chuang [NC00, pages 356-373|, proponen tres definiciones equivalentes de ope-
raciones cuénticas sobre sistemas abiertos. La primera, que fisicamente resulta la mas moti-
vante de las tres, propone arrancar con un estado que admita una descomposicion producto
entre los espacios correspondientes al sistema y al ambiente y luego dejar evolucionar el con-
junto con una operacion unitaria. Mas aun, la descomposicién producto propuesta utiliza un
Penw fijo para el ambiente.

E(p) = p' = treny (U(p ® penv>UT) (1)

Se dice que esta representacion de un canal es extrinseca, ya que hace referencia a componen-
tes externas al sistema, como p.,, v U. Antes de continuar con el desarrollo de representacio-
nes intrinsecas de canales, veamos que propiedades fisicas esperamos que tengan los canales.
Estas propiedades suelen tomarse de manera axiomatica como definiciéon alternativa.

1. Se interpreta a tr (€(p)) como la probabilidad de que ocurra el proceso €. Por lo tanto,
tenemos que para cualquier matriz que describa un estado cuantico p, tenemos que
0 <tr(&(p)) < 1. Muchas veces puede incluso pedirse que € preserve traza o dicho de
otra manera, que tr (E(p)) = 1 como manera de afirmar que se describe un proceso que
efectivamente ocurre.

2. Se espera que cuando se habla del canal, se trate de un tinico proceso cuantico. Una
condicién matematica con este espiritu es pedir que el canal sea un mapa lineal convexo
sobre el conjunto de estados. Este requisito permite respetar la interpretacion de ma-
trices densidad como una superposicion de distintos estados cuénticos con respectivas



probabilidades asociadas. Esto, es que para un conjunto de probabilidades p; asociadas
a estados p; se tiene que:
g(zpiﬂi) = Zpig(pi)

3. Finalmente, se espera que el mapa € envie operadores positivos en operadores positivos
(€ es un mapa definido positivo). Mas aun, se pide que para cualquier sistema auxiliar
sobre el que se extienda el mapa &, el mapa €® [ seguira enviando operadores positivos
en operadores positivos (€ es un mapa completamente positivo).

2.1. Representaciéon de Kraus

A partir de reescribir la ecuaciéon 1, se puede llegar rapidamente a la forma de Kraus.
Una manera de hacerlo es utilizando la descomposicion espectral de p.,, en estados puros
Penv = D Pm |¥m) (¥m| y utilizando esta misma descomposicion para tomar la traza parcial.

E(p) =0 =Y pm (G| U(p @ [$m) (U [¥2) (2)

Si tomamos a A, = /Pm (Y| U |tm) vy llamamos k al indice compuesto [, m podemos
expresar al canal como:

E(p) = AwpAl (3)

Esta representacion de un canal se llama represenacion de Kraus o representacion como suma
de operadores y los operadores A, suelen denominarse operadores de Kraus. Claramente, se
trata de un mapa lineal que envia operadores densidad a operadores densidad. Veamos a
que conclusion llegamos si imponemos que el mapa preserve la traza. Esto equivale a decir
que todas las transiciones fisicamente posibles mantienen al sistema en el espacio de Hilbert
en consideracion. La primera igualdad de la siguiente secuencia es la motivada fisicamente,
mientras que las siguientes resultan de manipulaciones algebraicas:

Vo, tr(p) = tr (Z AkpA,1> =Y w (AkpAL) =Y u (pALAk> — tr <pZALAk> (4)

Ahora bien, los operadores forman un espacio de Hilbert complejo de dimensiéon D x D
provistos del producto escalar (A|B) = tr (ABT). Ademas, puede tomarse una base del
espacio de operadores compuesta exclusivamente de operadores densidad. En efecto, puede
darse una tal base de operadores {p(4, j)}i jeo..p—1 como:

(i=34) — i)
p(i,j) =< (i<j) — (‘”\J/r%m X C.C. (5)
(5 +ilg)

1>7) — ) c.c.
6> 3) H

—

6



Esto significa que para cualquier par de operadores B, C' las siguientes dos afirmaciones son
equivalenctes.
Vp, tr (pBT) = tr (pC") si y solo si B=C (6)

En particular, de la ecuacion (4) obtenemos:

S AjAc=T ™)

2.2. Representacion con matriz chi (y)

Dada una base arbitraria del espacio de operadores, {Ey, E1, ..., Ep2_1} tenemos que
cada uno de los Ay puede expresarse como una combinacion:

A = Z ap b5
!

Luego, el canal puede describirse como

E(p) = Z Z ak’mEmpEZGZn

k mn

La representacion chi () surge de identificar X, = Y., agmaj,. La matriz x tiene D?
columnas por D? filas y es por definicion hermitica y definida positiva (independiente de la
base de Ej, elegida).

_ * ok
Xmn = Zk Akm ALy = Xnm

Zmn U;”Lxmnv” = Emnk 'Ufnakmaznvn = Zk <U|ak> <ak,v> 2 0

La representacion de un proceso mediante la matriz x puede darse pues como:
E(p) =D XmnEmpE} (8)

La condicion de preservar la traza para cualquier operador densidad p puede expresarse
como:

> XomELEn =1 (9)

Si una representacion de Kraus tiene hasta D? operadores linealmente independientes, puede
pensarse como una representacion Chi diagonal. Reciprocamente, si se tiene una matriz y
diagonal, puede interpretarse como una representacion de Kraus.

La diagonalizacion de la matriz hermitica y, nos permite pasar a una representacion de
Kraus. Sea G una matriz unitaria de cambio de base que nos permite diagonalizar D = GxG".



O similarmente GTDG = x. Donde, D puede ser descripto por Dypn = OmnAm con los Ay,
reales. Esto significa que podemos escribir x,,, como ), Gin’k,)\ka,n.

D21 D21 D21 D2-1
e = S GroNGin BBl — 3 (z G;,mEm) , (z Gk,nE;)
k=0 m=0 n=0

m,n,k=0

. -, - D2-1
Inspirados en esta representacion, definimos V, = v/ Zm:O % mPm. Obtenemos entonces
una nueva representacion de Kraus.

D21

E(p) = Z VkPVkT
k=0

En este caso, los operadores de Kraus obtenidos para el canal serian los V.

Una ventaja de la representacion chi, es que la base puede ser elegida de manera arbitraria.
Por ejemplo, puede elegirse una base de operadores ortogonales O normalizados de modo
que tr (OmOL) = Dd,,,, como lo son los operadores de Pauli. En este caso los coeficientes
para la descomposicién de cualquier operador pueden hallarse de manera directa:

tr ( A,Of
Ay, = Z#Oz

Tomando la traza en la (Ec. 9), la condicién de ortonormalidad sobre la base de operadores
implica:
> Xmm =1 (10)

Esto significa que la diagonal de la matriz chi puede pensarse como una distribuciéon de
probabilidades. Adicionalmente, es facil probar que partiendo de una representacion chi con
base ortonormal el procedimiento anterior nos lleva a una descomposicion de Kraus ortogonal.



Efectivamente, podemos verificar que tr (V;V;) = /i Do, ;.

k=D2—-1 k=D?-1
tr (%Vj) = tr <\/X< kzzo G;kok> \/A_j< ; Gj,,();))
D?-1
:«&wE:Qﬁﬁ%@@>
k,1=0
D%-1
= VAN Y GGudD
k,l=0
D?-1

- AZ)\]D Z G:,ij,k

k=0
= VAN D(GGY);,
= \/)\i/\jD5j,i

Este resultado, nos permite afirmar que todo canal tiene una forma de Kraus con a lo sumo
D? operadores ortogonales.

La representacion chi de un canal requiere de D* parametros reales (y es hermitica)
sin importar la base de operadores utilizada. Si imponemos que € preserve trazas, (Ec. 9)
impone D? condiciones adicionales. Esta representacion nos da una nociéon més tangible de
que coeficientes deben determinarse mediante mediciones para caracterizar un canal cuantico

€.

2.3. Representacion con matriz lambda (1))

Sea pj, con j € {1...d?} una base del conjunto de matrices de D x D. De esta manera,
cualquier operador densidad p puede escribirse de manera univoca como una combinacion
lineal de de los p,. En particular, para cada canal €, quedan determinados \jj tales que:

E(ps) = Y Apu (11)

Entonces, la matriz A describe de manera univoca al canal €. Estos coeficientes pueden
determinarse de manera sencilla y directa. Basta con preparar el estado p; y hacer tomografia
de estados sobre el estado que resulte de aplicar el canal sobre la preparacién p; para obtener
los Aji. Es por eso que la primer técnica conocida de tomografia de procesos se basa en la
determinacion de estos coeficientes.

De manera directa, se pueden obtener los coeficientes de x a partir de los coeficientes de
Ay viceversa. Si la base de operadores utilizada para la representacion chi es { £, }, podemos



definir el tensor 3 como:
Enps Bl =S B (12)
k

Es decir que ™" es la matriz A correspondiente a un canal ficticio que aplica F,, a izquierda
y EI a derecha. Con esta definicion, puede establecerse la relacion entre x y A como:

Ahora, es de interés poder obtener la representacién x de un canal a partir de una representa-
cion accesible experimentalmente como A. Para ello, puede utilizarse la inversa generalizada
de (. Esta es una matriz x tal que:

=D Ok B (14)
st,xy
Podemos pues definir y como:
Xmn = Z I{irlfn/\jk (15)
ik

Esto nos permite obtener los coeficientes de la matriz y que representa a un canal a partir
de su representacion A. A partir de la representacion x obtenida es posible continuar hacia
una representacion de Kraus del canal mediante el procedimiento mostrado en la subseccion
anterior.
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3. Meétodos para la tomografia de procesos cuanticos

En esta seccién, presentaremos algunos de los distintos métodos para la tomografia de
procesos cuanticos presentes en la bibliografia. La eleccion de los métodos presentados es
guiada por el requisito de que los mismos permitan una reconstruccion del proceso en térmi-
nos de las representaciones presentadas en la seccion 2. Arrancaremos con una introducciéon
a la tomografia de estados cuanticos. A partir de esta, podremos obtener como extension na-
tural una presentacion de la tomografia de procesos cudnticos estandar. Mostraremos como
también pueden caracterizarse dindmicas cuanticas mediante el estudio de su efecto en siste-
mas extendidos con una ancila. Estos métodos toman el nombre de tomografia de procesos
cuanticos asistida por ancila. En particular, mostraremos como el método de caracterizacion
directa de procesos cudnticos logra una respuesta interesante al problema tomografico apro-
vechando las virtudes de una ancila junto con el uso de una base de operadores adaptada
al formalismo de estabilizadores. Mostraremos finalmente como la simetrizaciéon resulta un
recurso util para la obtencion de coeficientes tomograficos especificos. Concluiremos con una
discusion de las ventajas y desventajas de cada método y las perspectivas generales que
sugieren.

3.1. Tomografia cuantica de estados

Para entender los métodos de tomografia de procesos, es necesario primero comprender
la tomografia de estados cuanticos. Esto es, el proceso mediante el cual puede determinarse
experimentalmente un estado cuéntico desconocido p.

Supongamos que disponemos de una sola copia del estado cuantico p. En este caso, sera
imposible determinar p, sin importar que tan ingeniosa sea la medicién que realicemos. Mas
aun, no hay ninguna mediciéon que permita distinguir deterministicamente entre dos estados
(p1 v p2) a menos que estos sean ortogonales (tr (p1p2) = 0). No obstante, si se dispone
de un gran numero de copias del estado p, veremos que es posible dar una estimaciéon del
mismo. Generalmente, si p es el resultado de un procedimiento experimental reproducible,
se podra repetir el procedimiento experimental cada vez que se requiera una copia de p. Si p
es un estado cuéantico de origen desconocido, la imposibilidad de la clonacién cuantica, nos
prohibird disponer de copias del estado p. Esto nos senala que la diferencia esencial entre
la tomografia de estados cuanticos y la de estados clasicos, es la imposibilidad de realizar
tomografia sobre una instancia 2.

Dada una base ortonormal de operadores {Oq,...,Op2_1}, el estado p puede expandirse
como:
D21
p= Z tr (O;rp) 0, (16)
=0

2Esto permite que equipos médicos modernos realicen tomografia clasica de rayos-X, resonancia magnética
u otras sobre instancias como usted sin tener la posibilidad de producir copias.
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Si ademas, los operadores O; son hermiticos, tr <03p> = tr (O;p) puede interpretarse como

el valor medio de expectacion de un observable. Por ejemplo, el estado de una particula de
espin-1/2, puede describirse en términos de los observables de polarizacion en 3 direcciones
ortogonales.

p=1/2+P,X+PY +PZ

Donde las polarizaciones estan dadas precisamente por: P, = tr (Xp) /2, P, = tr (Yp) /2
y P, = tr(Zp) /2. Los factores 1/2 provienen de que estos operadores estan normalizados
para ser unitarios con lo que tr (OZOZT) = D en lugar de 1. En el caso de la polarizaciéon
P,, se mide el observable Z un gran ntimero de veces M. Cada medicioén arroja un resultado

que puede ser 1 o —1, obteniéndose asi una secuencia binaria de valores, 21, 29,...,2). El
resultado empirico de promediar estos valores % es un estimador para el valor tr (Zp). El

valor de expectacion de este estimador es el mismo que el valor de expectacion de cualquier
z; individual, precisamente tr (Zp). Analogamente, la varianza del estimador es M veces més
chica que la varianza correspondiente a un z; individual que esta acotada por 1. En algunos
casos, no estara justificado utilizar el teorema del limite central pero si estaran bien definidas
la varianza y la desviacion estandar de los estimadores, estando esta tltima acotada por \/LM
Esta situacion puede generalizarse de manera directa a sistemas cuanticos de N qubits.
Una de las elecciones favoritas para la base de operadores a utilizar es el conjunto de opera-
dores de Pauli generalizados (producto tensorial de matrices de Pauli). Asi pues tenemos:

pzztr(avl®U”2®"'®U”g£)avl®U”2®"'®U”N

(17)

v

Donde los v; pueden tomar los valores 0, 1, 2 o 3 para indicar respectivamente un operador
I, X,Y o Z en la posicién 1.

Asi pues, una tomografia completa de un estado de N qubits requiere la estimaciéon de
D? = 4N parametros. Una pregunta interesante, es cuantas copias del estado p se requieren
para poder realizar M mediciones independientes de cada uno de los parametros. Pueden
medirse dos operadores que conmuten sobre una misma copia del estado p. Hay a lo sumo
D operadores ortogonales que conmuten (D — 1 sin contar la identidad). Esto se enuncia y
prueba en el lemma B.1. En el mejor de los casos, la base de observables que se desea estimar
puede partirse en D + 1 grupos de operadores que conmutan. En este caso alcanzara con
M (D+1) copias del estado para realizar M mediciones de cada parametro. Veremos que esto
corresponde a medir el estado utilizando un conjunto maximal de D + 1 bases mutuamente
no sesgadas [Ivo81].
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3.2. Tomografia estAndar de procesos cuinticos

El primer método conocido para la caracterizacién completa de procesos cuanticos se de-
nomina tomografia estindar de procesos cudnticos . Este método de tomografia de procesos
es conceptualmente uno de los més sencillos. Una presentacion resumida del método puede
encontrarse en el libro de Nielsen y Chuang [NCO00]. El método se basa en la preparacion de
distintos estados cuanticos y la tomografia de los resultados obtenidos al aplicarles el proceso
€ que se desea caracterizar. En este método, se considera el efecto del canal € sobre un con-
junto de estados iniciales de prueba. Para hacer una caracterizaciéon completa, se necesita un
conjunto linealmente independiente de estados de prueba pi que forme una base del espacio
de matrices densidad. Gracias a la linealidad del canal €, la caracterizacion de E(p;) para
cada k € {1,..., D?}, nos permitird dar una descripcién completa del operador €.

E(pr) = Z)‘krjoj (18)

Donde los \g; se estiman empiricamente mediante la tomografia del estado cuantico €(py).
Y los p; son la base de operadores que se utiliza para la tomografia de estados.

Concluimos que este método tomogréafico nos proporciona de manera directa una repre-
sentaciéon A del proceso €. Esto es, cualquiera de los coeficientes \i; puede obtenerse inde-
pendientemente de los restantes, sin posprocesamiento de datos, mediante la preparacion de
pr 'y la medicion de tr (E(px)O;). Notemos que de manera sencilla, podemos considerar en
lugar de los estados pg, las desviaciones de los mismos respecto de la identidad. En tal caso,
podriamos medir casi directamente tr (E(Oy)0;).

Para obtener las restantes representaciones de € a partir de este procedimiento tomo-
grafico, es necesario utilizar la transformacion descripta en la seccién 2.3 para obtener los
coeficientes de una representacion y, y de alli posiblemente una representacion de Kraus. El
problema que surge aqui, es que tipicamente, la transformacion requiere de todos los coefi-
cientes de \ para obtener cada coeficiente de y y la cantidad de posprocesamiento requerido
es exponencial en V.

3.2.1. Resumen y perspectivas

Tal como lo hemos presentado, el método resulta ineficiente y sus tinicas virtudes son la
extraccion directa de coeficientes A\ y quiza, ser simple de comprender. Requiere de una canti-
dad exponencial de estados iniciales D?, de mediciones O(D?), e incluso de posprocesamiento
clasico si se desea cambiar de representacion. En nuestra presentacion de la tomografia de
procesos estandar, no hemos hecho referencia a ninguna eleccion particular de los estados
iniciales p, ni tampoco de los observables con los que hacer la tomografia de los estados
resultantes. Es por ello, que para obtener una representacion y a partir de los coeficientes A,

3Las referencias en ingles suelen llamarlo standard quantum process tomography o SQPT.
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debemos recurrir a la transformacion lineal genérica que resulta muy costosa (O(D®) opera-
ciones). Es tratando este cambio de representacién con mas detalle que podremos llegar a
resultados fructiferos. Es probable que este pueda simplificarse fuertemente dando una buena
eleccion de estados iniciales y observables, adecuada a la base utilizada para la representa-
cién y. Siendo optimistas, esto podria incluso permitir la estimacion selectiva de coeficientes

an‘

3.3. Tomografia de procesos cuanticos asistida por ancila

Como hemos visto, la tomografia estandar de procesos cuanticos requiere de la prepara-
cién de al menos D? estados iniciales linealmente independientes. Esto puede entenderse del
hecho de que hacer tomografia de estados del resultado de aplicar el canal sobre cada uno
de ellos solo puede proveer D? — 1 parametros independientes por cada estado inicial.

El isomorfismo de Jamiotkowski que hay entre matrices densidad en un espacio de Hil-
bert de dimension D x D y los mapas completamente positivos que preservan traza, lleva
a la idea de codificar la informacion del canal en el estado de un sistema de dimension
D x D. Se da por primera vez el nombre de Ancilla-assisted process tomography AAPT en
un publicacion [ABJT03|. En este articulo, se presenta la idea de utilizar tan solo un estado
inicial correlacionado p de dimension D x D. Se obtiene toda la informacion de € a partir
de realizar tomografia de estado sobre el estado (€ ® I)(p). Esto divide a p en dos subsis-
temas, el subsistema A, donde actiia € y B, que permanecerd intacto. Cuando el estado
inicial p es maximamente entrelazado, el método toma el nombre de entanglement assisted
process tomography, EAPT o en castellano, tomografia de procesos cuanticos asistida por
entrelazamiento.

Veamos para que estados iniciales p es posible aplicar este método. Supongamos que el
operador p tiene una descomposiciéon de Schmidt* dada por:

P = Z SlAl X Bl (19)
l

Donde los {A4;} y los {B;} son conjuntos de operadores ortonormales (i.e tr (Af A,) =
Omn V tr (BJan) = Omn). Ademés, la descomposicion requiere que los coeficientes s; sean
reales y positivos. Queremos conocer la condiciéon para que toda la informacion de € se
encuentre codificada en el estado final p' = (E®1)(p). En particular, si {A;} forma una base
completa de operadores, podemos reconstruir € a partir de los £(4;), como se mostré en
el método de tomografia estandar de procesos cuanticos. Veamos cuando es posible extraer
esta informacion de p'.

p=> sE(A)® B (20)

4Ver glosario por una definicién y breve comentario acerca de la descomposicién de Schmidt.
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Una vez que disponemos de una reconstruccion tomogréfica del estado p’, podemos obtener
E(4A;) como:

trp <(I & B;)p/)

S1

E(A) = (21)
Es decir, que siempre que s; sea distinto de 0, podremos reconstruir £(A;) a partir de p’. Si
esto es cierto para todo [, podremos continuar con los pasos como en SQPT y reconstruir &
a partir de p'. Es decir que la condicion para poder dar una reconstruccion tomografica de
&, es que el niimero de Schmidt (Cantidad de coeficientes s; mayores que 0) sea D%. Donde
D4 es la dimension del espacio de Hilbert del sistema sobre el que actua €. Esto implica que
la dimension del sistema auxiliar debe ser mayor o igual que D 4.
Si definimos el estado puro y maximamente entrelazado:

N == 3 m.m)

Tomamos p = |I) (I| la descomposicién de Schmidt de p sera 6ptima y puede explicitarse
como:

p=3 5 m) (nl © m) (o

mn

En este caso, el doble indice m,n juega el rol de [. Los operadores |m) (n| son efectivamente
ortonormales. Y todos los coeficientes s; toman el mismo valor de L Efectivamente, el

isomorfismo de Jamiotkowski entre mapas completamente positivos y estados esta dado por:
= (€ I)(|1)I]) (22)

Aqui, p’ es el representante del mapa € en el espacio de los estados.

3.3.1. Resumen y perspectivas

El método de tomografia de procesos cuédnticos asistido por ancila, permite reducir el
problema de tomografia de mapas que operen en un espacio de dimensiéon D a la tomografia
de estados de dimension D x D. El método propone utilizar un tnico estado inicial p, pero no
da una prescripcion de cual utilizar. Uno maximamente entrelazad parece una buena opciéon
pero el entrelazamiento entre el sistema y la ancila no es necesario. Tampoco se especifica la
manera de realizar la tomografia de estado sobre p'. Es aqui donde puede existir la posibilidad
de definir observables que permitan estimar selectivamente coeficientes del proceso original.
Un enfoque similar a este se toma en el siguiente método que presentaremos. La fortaleza de
este método, proviene de poder codificar més informaciéon por medicién gracias al sistema
auxiliar. Al mismo tiempo esta es su debilidad, ya que no debe tomarse a la ligera el requisito
de un sistema auxiliar de igual dimensiéon que se mantenga intacto mientras recorre la misma
distancia y tiempo que el sistema principal.
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3.4. Caracterizacion directa de dinAmicas cuanticas

Un método de tomografia de procesos cuanticos que toma algunos elementos de AAPT,
fue propuesto por M. Mohseni y D. A. Lidar en [ML06, ML07| y bautizado Direct Charac-
terization of Quantum Dynamics (DCQD). El primer objetivo del método, sera caracterizar
la representacion y de un canal €. Es decir que utilizan la representacion:

g(p) = Z anEmpE;rL

En primera instancia, daremos por simplicidad una descripciéon de como funciona el método
en el caso de canales que actian sobre un qubit. En este caso, se toma {F,,}3 _, como la
identidad y los operadores de Pauli de 1 qubit {/, XY, Z}. En su presentacion, presentan
primero la medicion de coeficientes diagonales de y llamandolos poblaciones y luego coe-
ficientes no diagonales llamandolos coherencias, quizas haciendo alucién al isomorfismo de
Jamiotkowski entre procesos cuanticos y matrices densidad.

3.4.1. Caracterizacion de coeficientes diagonales (poblaciones)

Veamos como puede hacerse la caracterizacion de los coeficientes diagonales x,m,. El
primer paso consiste en construir un estado |1)) maximamente entrelazado entre el subsistema
principal A y un subsistema auxiliar o ancila B.

6%) = 5= (10405) +[1415))
V2

Notemos que es un autoestado con autovalor +1 de los operadores X4 X?Z y Z4Z%8 con lo
cual, se dice que |¢) es el estado estabilizador de los operadores. Luego de la preparacion,
se hace pasar al estado por el canal € ® I. Es decir que se aplica € en el subsistema A y se
mantiene el subsistema B inalterado. Cualquier operador de Pauli distinto de la identidad
actuando en el primer qubit anticonmuta con alguno de los operadores X4X?Z o ZAZ5.
Veamos que las propiedades de conmutacion con X4 X?Z y Z4Z8 determinan univocamente
un operador de Pauli en el subsistema A. En la siguiente tabla, se indica con 1 los casos de
conmutacion y con —1 los casos de anticonmutacién.

Operador en A | X4AXEB 7478
I 1 1
X 1 —1
Z -1 1
Y -1 -1

Si se miden los operadores X4X5B y ZAZP sobre p = (€ @ I(|¢T) (¢T])), puede usarse la
tabla de manera inversa para decidir a que operador de Pauli atribuir la accién en el sistema
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A. A continuacién, vemos como se identifica el operador Z4 a partir de medir sobre el estado
final los autovalores —1 y 1 para los observables X4 XP? y Z4ZB respectivamente.

tr (XAXBZ4A ") (7| Z4)
= —ltr (ZAXAXPB ") (| Z4)
= —ltr(|¢7) (¢*]) = —1
tr (ZAZBZ4 o) (¢F| Z4)
= tr (ZAZAZ8 ") (¢F] Z4)
= tr(l¢o7) (¢7]) =1

Una medicién de estos dos operadores es equivalente a una medicion completa en la base de
Bell. Los cuatro estados de Bell son:

%) =
[+

7=(00) +[11)
1

V2

Entonces, los cuatro operadores de proyeccion correspondientes son:

Sl

(110) +101))

Py = [¢7) ("]
Pro= |¢7) (¢
P o= |67)(¢]
Py = [¢7) (7]

En particular, tenemos que Z4Z% = Py — P+ P, — Psy X4X® = P+ P, — P, — P;.
Es decir que medir los observables Z4Z% y XAX?® es equivalente a realizar una medicion
proyectiva completa sobre la base de Bell. Finalmente tenemos que cada estado de Bell
observado a la salida corresponde a un operador de Pauli actuando en el sistema principal
Pm = tr (Pnp') = Xmm- Esto significa que con una sola medicion proyectiva completa de
ensamble pueden caracterizarse simultaneamente los cuatro coeficientes diagonales de la
matriz . Las probabilidades de medir cada uno de los estados de Bell, se corresponden con
los respectivos coeficientes diagonales de la matriz y del operador €.

3.4.2. Condicién de preservar traza en la base de Pauli

El método propuesto aprovechara de manera 6ptima la propiedad de preservar trazas (9)
del canal €.

mn
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En el caso de una base con buenas propiedades como los operadores de Pauli, esta condicion
puede expresarse explicitamente como:

Coeficiente de )
Coeficiente de X)
Coeficiente de Y)
Coeficiente de Z)

Xoo + X11 + X22 + X33
Xo1 + X10 — X3 +iX32 =
Xo2 + X20 — IX31 T iX13 =
Xo03 + X0 — tX12 T iX21 =

(
(
(
(

o O O =

Utilizando que la matriz y es hermitica, podemos escribir esto de manera mas compacta:

tr(x) =1
Re(xo1) = Im(xs2)
Re(xo2) = Im(x13)
Re(xo3) = Im(x21)

El experimento anteriormente mencionado permite caracterizar las 4 poblaciones (4 coefi-
cientes reales). Veamos como es posible disenar otros experimentos que permitan obtener 2
coeficientes complejos de la matriz x, (4 coeficientes reales de los cuales solo 3 independien-
tes).

3.4.3. Medicion de coeficientes no diagonales (coherencias)

La medicion de elementos no diagonales de x (coherencias), comienza con la preparacion
de estados entrelazados (pero no maximamente) del tipo [¢)) = «/|0) [0) + §]1)|1) donde se
pide |o| # |] v a, 3 # 0 ademas de la normalizacion |«|> + []> = 1. Esto implica un estado
inicial:

p = la]”|00) (00] + a3* [00) (11| + Ba* [11) (00] + [[* [11) (11
Luego, al igual que para la medicién de poblaciones, se hace pasar al estado por el canal
€ ® I. A esta altura tenemos un estado de la forma:

p' = laf® £(10) {0])@0) (Ol+asE([0) (1))@[0) (1|+Fae(|1) (0)@[1) (01+[5]” E(1) [1))@[1) (1]

La primer medicién a realizar es del estabilizador Z4Z5, del estado inicial. Al medir so-
lamente este operador, se preserva la coherencia entre los operadores X e I y entre los
operadores Y v Z. La medicién del operador Z4ZB equivale a proyectar sobre los subes-
pacios Py = [¢F) (07| + |¢7) (o7 | y Py = [¥7) (F| + [¢7) (7| La probabilidad de que
el resultado de la medicion arroje +1 es tr (Pyp') = xoo + X33 + 2(Ja> — [B]°)Re(x03)-
De manera complementaria, la probabilidad de que el resultado de la medicién sea —1 es
tr (Pyp') = x11 + x22 + 2(laf*> = [8])Im(x12). Como ya hemos descripto como obtener los
coeficientes diagonales, esta medicion permite despejar Re(xo3) e Im(x12) que en realidad
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son uno el opuesto del otro. De aqui la motivacion de |a| # |3|. Los estados posibles luego
de la medicion son:

Pyp' Py

Po = W (Pyp)
Y

_ By
7T (B

Podemos desarrollar explicitamente expansiones para estos estados mediante:

potr (Pyp') = |af® (xoo0 + X33 + 2Re(x03)) |00) (00|
af*(xoo — X33 + 2ilm(xo3)) [00) (11|
504*(X00 — X33 — Qilm(on)) ’11> (OO‘
1817 (xo0 + x33 — 2Re(x0s)) [11) (11]
o (x11 + X22 + 2Im(x12)) [10) (10]
)
)

+ + +

putr (Pyp)
+  af*(x11 — x22 + 2iRe(x12)) [10) (01]
+ Ba*(x11 — x22 — 2iRe(x12)) |01) (10|
+ 1817 (xa1 + x22 — 2Im(x12)) |01) (01]

Por tltimo, se mide XA X? sobre los estados resultantes. Esto permitira despejar Im(xo3)
asi como Re(y12). Efectivamente, tenemos:

2Re(a8*)(x00 — Xx33) — 2lm(aB3*)Im(x03)
tr (Pyp’)

2Re(a ") (x11 — X22) — 2Im(a3*)Re(x12)
tr (Pyp/)

De aqui la motivacion o« # 0y [ # 0. Surge la condicion adicional af* ¢ R que no se
menciona explicitamente en la publicacion original del método. Notemos que con este pro-
ceso pueden caracterizarse completamente xo3 v x12 La medicion sucesiva de los operadores
ZAZB y XAXPB es equivalente a una medicién completa en la base de Bell, ya que estos dos
operadores conmutan y son diagonalizados simultaneamente por esta base.

Para medir los restantes coeficientes alcanza con preparar distintos estados iniciales entre-
lazados (superposicion de un par de estados de Bell). Para medir xo; y x23 puede prepararse
un estado inicial entrelazado o |++) + §|——). Este es un estado, cuyo unico estabilizador
es XA X P, puede escribirse también como una superposicion de |¢*) y |¢F). Luego de hacer
pasar al estado por el canal €® I, se hace una mediciéon completa en la base de Bell, al igual
que en los otros casos. En este caso, la interpretacion de la medicién se hace de otra manera.
Podemos pensar que primero se mide el estabilizador X4 X y luego el normalizador YAY 5.
Finalmente, para medir yo2 v X13 Se prepara un estado puro como « |[+i + i) +3|—i — 7). Nue-
vamente, se realiza una medicién proyectiva completa en la base de Bell, cuya interpretacion
consiste en medir “primero” el estabilizador YAY? y luego el normalizador Z4Z5.

tr (XXPpy) =

tr (XAXBpw) =
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3.4.4. Medicién en sistemas de N qubits

La propuesta original de Mohseni y Lidar parece utilizar muy fuertemente el hecho de
trabajar sobre un sistema de un qubit [ML06|. No obstante, presentan una extension del
método a sistemas de p niveles para el caso de p primo [ML07]. Sefialan también que es posible
aplicar el método para caracterizar un canal que actia sobre N subsistemas. Las mediciones
necesarias son productos tensoriales de las mediciones correspondientes a la caracterizacion
de procesos en cada subsistema. En el caso de qubits, la matriz x representara el peso de
productos tensoriales de operadores de Pauli de un qubit.

A diferencia de AAPT, el método que proponen no requiere hacer ninguna tomografia
completa de estados. Podemos entonces analizar si es posible caracterizar selectivamente
algunos coeficientes tomograficos sin la necesidad de realizar el conjunto completo de ex-
perimentos necesario para una tomografia completa. En el primer articulo , presentan una
descripcion del método para dindmicas en 1 qubit. En el caso de querer caracterizar un
coeficiente diagonal, solo se requiere medir la probabilidad correspondiente a un solo estado
final en un solo experimento. Esto significa que para caracterizar un coeficiente diagonal en
N subsistemas, solo se requiere caracterizar la probabilidad de un estado final en un expe-
rimento. En el caso de querer caracterizar un coeficiente no diagonal en un canal que actua
sobre un tnico qubit, se requiere:

= Un experimento para caracterizar los coeficientes diagonales correspondientes. Es de-
cir que si se quiere caracterizar el coeficiente X,.., primero se deben caracterizar los
coeficientes X,um ¥V Xan. Para ello, alcanza con medir las probabilidades de dos estados
finales en el experimento que caracteriza elementos diagonales.

= Un experimento adicional, en el que nuevamente se precisan conocer las probabilidades
correspondientes a dos estados finales.

A partir de estos 2 experimentos, se puede obtener completamente el coeficiente deseado.
El problema, es que para caracterizar un coeficiente que es no diagonal en N subsistemas,
se requerirdan entonces 2"V experimentos. De cada uno de estos experimentos, se requerira
caracterizar las probabilidades de 2V de las salidas posibles. Esto significa que el método
de DCQD no resulta eficiente para selectivamente caracterizar coeficientes tomogréficos no
diagonales en un sistema con un gran ntimero de qubits N. El caso de un coeficiente general,
no requerird tantos experimentos como un coeficiente no diagonal en todas las componentes.
Un coeficiente tipico, tendra una accién diagonal en aproximadamente uno de cada cuatro
subsistemas. Esto hace que el costo de realizar el algoritmo para obtener un coeficiente tipico
se reduzca un poco sin dejar de ser exponencial.

3.4.5. Resumen y perspectivas

El método DCQD es considerado por algunos, una modificaciéon de AAPT. Quienes man-
tienen esta opinidn, argumentan que preparar un estado inicial extendido con una ancila y
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hacer tomografia sobre el resultado es de alguna manera equivalente a preparar muchos
estados iniciales y realizar una unica medicion sobre los resultados obtenidos [Zim06]|. De
hecho, este método mantiene las ventajas y desventajas de AAPT, como poder codificar
informacion en un espacio de Hilbert més grande y necesitar un canal auxiliar de igual ta-
marno que mantenga una fidelidad® méxima a través del tiempo y/o el espacio. Sin embargo,
éste método agrega muchos ingredientes no estan sugeridos en AAPT. Por un lado, muestra
que elegir una base para la representacion y, puede ser muy ventajoso para el diseno de un
algoritmo tomografico. En efecto, muestran como la base de Pauli y el formalismo de estabi-
lizadores permiten una extracciéon directa de errores responsables de ciertas transiciones. En
efecto, es gracias a esta astucia que los coeficientes diagonales ., se vuelven observables
directamente como probabilidades de distintos estados finales. Aunque no sea mencionado
en el articulo, esto permite la estimacion simultanea de todos los coeficientes diagonales de
la matriz x como probabilidades de los resultados de un tnico experimento. Dicho de otra
manera, esto permite estimar cualquier coeficiente diagonal con precision € realizando tan
solo O(e~2) mediciones en un mismo experimento. No obstante la necesidad de un canal
auxiliar limpio y la imposibilidad de hacer tomografia selectiva sobre coeficientes no diago-
nales eficientemente todavia da lugar a progresos significativos en el area de tomografia de
procesos cuanticos.

3.5. Caracterizaciéon de procesos ruidosos simetrizados

El primer método que explicitamente reduce el niimero de experimentos tomograficos
necesarios de exponencial a polinomial es SCNQP Symmetrized Characterization of Noisy
Quantum Processes [ESMT07, SMKEOQ7|. El método se basa en dos observaciones esenciales.
La primera observacion, es la necesidad de reducir el nimero de pardmetros a estimar a
un namero polinomial en N, agrupandolos segtin algin criterio. Proponen pues simetrizar
el proceso bajo consideracién para reducir el nimero de parametros independientes a una
cantidad polinomial. Esto requiere identificar los parametros de interés y la simetrizacion
asociada a estos. La segunda observacién o mas bien, el logro, es la posibilidad de imple-
mentar eficientemente las simetrizaciones necesarias. La propuesta hace énfasis en el objetivo
especifico de dar una caracterizacién tomografica que permita estudiar la aplicabilidad de co6-
digos correctores de errores conocidos. En particular, se concentran en dar una presentacion
para la clase de codigos que permiten corregir errores que afecten simultaneamente hasta ¢
qubits. Un cédigo que permite corregir errores simultaneos en hasta t qubits se denomina de
distancia 2t + 1, ya que significa que para pasar de un estado del cédigo a otro se requiere
un operador con peso de Hamming (ver Peso de Hamming) mayor o igual a 2¢ + 1. Los
coeficientes tomograficos adquiridos deberan distinguir pues entre la posibilidad de que se
introduzcan errores en méas de t qubits y que se introduzcan errores en hasta ¢t qubits. La
probabilidad de esta iltima corresponde a la aplicacion exitosa de un codigo corrector de

5 Aqui, se entiende por fidelidad, la calidad con la cual un canal preserva un estado cudntico.
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errores de distancia 2t + 1.

Supongamos que se quiere aplicar un codigo corrector de errores al canal € y se parte de
una representacion y del mismo. Los cddigos correctores de errores discretizan el conjunto
de errores posibles. Tipicamente, colapsan cualquier evolucién a una evoluciéon de Pauli. Es
por eso, que es conveniente tomar la la representacion x utilizando el mismo conjunto de
operadores. En este caso, volveremos a usar la base de operadores de Pauli como venimos
haciendo. Como el canal solo nos interesa a efectos de aplicar un codigo corrector de errores,
solo nos interesa la parte diagonal de la representacion x. Es decir, a los efectos de aplicar
un coédigo corrector de errores, tener un canal E(p) = > XmnPmpP, es equivalente a tener
el canal Epauii(p) = >, XmmPmpPm. Podemos construir el canal Ep,y; aplicando un twirl
de Pauli (ver Twirl finito). Esto es justamente, elegir al azar un operador P, de entre los
4N operadores de Pauli, aplicarlo al estado inicial p aplicar el canal € al estado resultante
y finalmente aplicar el inverso del primer operador aplicado (como los Paulis son hermiticos
unitarios es el mismo operador). El canal resultante puede describirse como:

8Pauli(p> = Z an47N Z PerPerrPnPr (23)

mn T

Como cualquier par de operadores de Pauli conmuta o anticonmuta, podemos escribir P, P, =
(=1)™"P,P,,. Usando esta notacion, podemos escribir:

Erai(p) = 3 Xonnd ¥ S (—1) (<1)" PoupP, (24)

Una propiedad que tiene este conmutador es que si P, es distinto de la identidad, (—1)™"
vale 1 para exactamente la mitad de los indices posibles r y —1 para la otra mitad. Si llama-
mos P,,., al operador de Pauli obtenido de P,,P,, su propiedad de conmutacién puede ser
obtenida como: P, P,P. = (—1)™"(—1)""P,P,, P, =. Estas dos observaciones, nos permiten
decir que:

> (=)= = 4NG . (25)

r

Finalmente, combinar las dos ecuaciones anteriores nos lleva al resultado buscado:

8Pauli(p) = Z Xmmpmppm (26)

Resumiendo, el resultado de aplicar un twirl de Pauli a un canal arbitrario € es un canal de
Pauli Ep,yy; cuya representacion y en la base de Pauli puede obtenerse del original anulando
los elementos no diagonales.

Ahora, el objetivo de la tomografia serd decidir con que probabilidad fracasard o tendra
éxito un codigo corrector de hasta t errores. Es por esto que el método tomografico no necesita
distinguir entre distintos operadores de Pauli con el mismo peso de Hamming (ver. peso de
Hamming). En particular, no se precisa distinguir entre los errores X,Y,Z. En segunda
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instancia, no se precisa distinguir en que posiciones se producen errores si no solo cuantos
son. Veremos como la simetrizacién permite tratar de igual manera todos los errores que
consideramos equivalentes. (Fig. 1).

(a) (b)
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Figura 1: Aqui se muestra como una vez identificadas las clases de equivalencia se aplica un
twirl o simetrizaciéon cuyo efecto es promediar los pesos de los coeficientes dentro de cada
clase. El grafico ilustra como elegir distintos criterios (a, b) para separar en clases resulta en
distintas simetrizaciones. Imagen tomada de [ESMT07].

Un twirl de Clifford es un twirl finito al igual que el twirl de Pauli pero en este caso, utili-
zando el conjunto de operadores de Clifford (ver apéndice A.2). C. Dankert et al. [DCELO6]
muestran como realizar un twirl de Clifford logra uniformizar entre los pesos correspondien-
tes a todos los operadores de Pauli distintos a la identidad. Esta simetrizacién que realizan
en su primer articulo resulta demasiado fuerte, ya que solo distingue la identidad de los
demas operadores de Pauli distintos de la identidad. Con esta propuesta, se logra dar un
algoritmo que estime la fidelidad media (ver fidelidad media) de un proceso € de manera
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eficiente. Mostraremos como resultados posteriores [ESM*07| permitieron superar dificulta-
des importantes. Por un lado, se utilizaba una implementacion aproximada para el Clifford
twirl para reducir la complejidad en la cantidad de compuertas cuanticas necesarias. Por otra
parte, el inico parametro del canal original que sobrevive esta simetrizacion tan fuerte es la
fidelidad media . La descripciéon de como realizar un Clifford twirl exacto en el caso de un
qubit es uno de los ingredientes que puede entenderse mejor en este primer articulo y sirve
para dar una descripcion de SCNQP. Primero, veamos que para un qubit, existe un operador
del grupo de Clifford que cicla entre los operadores de Pauli {X,Y, Z} y los distingue solo de
la identidad. En este caso, se trata del operador R (Sec.A.2) y sus tres potencias: {I, R, R?*}.
Estos operadores pertenecen al grupo de Clifford, y su acciéon por conjugacion es:

RIR'=1 : RXR'=Z ; RYR' =X ; RZR =Y (27)

Con lo cual, conjugar con probabilidad % con cada uno de los operadores {I, R, R?}, promedia
los coeficientes diagonales correspondientes a todos los operadores de Pauli distintos de la
identidad. Esto es, la simetrizacion que falta luego de un twirl de Pauli para completar
un twirl de Clifford sobre un qubit. Si lo aplicamos sobre los N subsistemas, promedia los
pesos de distintos operadores de Pauli cuya descomposicion tensorial tienen identidades en
exactamente las mismas posiciones. Sin embargo, aplicar un twirl de Clifford sobre cada
uno de los qubits independientemente GV es distinto a aplicar un twirl de Clifford sobre N
qubits Cy. Podemos ilustrar la diferencia para un canal que actia sobre 2 qubits. En el primer
caso €92 los cuatro grupos dentro de los cuales se promedian los pesos de los operadores
son: {11}, {XI,YI,ZI}, {IX,IY,IZ} y{XX, XY, XZYX,YY,YZ ZX,ZY,ZZ}. En el
segundo caso Gy, hay solo dos grupos {7} y un segundo grupo con los restantes 15 operadores
distintos de la identidad.

Una forma alternativa de indexar los operadores de Pauli que sera de utilidad para este
protocolo es mediante tres indices P, ,,, i,. El primero, w € {0,..., N} sera el nimero de
factores distintos de la identidad en la descomposicion tensorial del operador P, ,, ;, (i.e. el
peso de Hamming del operador). El segundo, v, € {1,..., (g)} sera un indice de permutacion
que codifica en que posiciones se encuentran los factores identidad y en cuales los factores
distintos de la identidad. El tercero, i,, = {i1,...,%,} es un vector de w componentes donde
los valores posibles para una componente i; pueden ser 1, 2, o 3 e indican si el k-ésimo factor
distinto de la identidad es X, Y o Z. Esta forma de indexar resulta conveniente porque se
ajusta a la simetria percibida por los codigos correctores de errores. Efectivamente, que un
codigo corrector de distancia 2t + 1 pueda corregir la accion de un cierto error de Pauli solo
dependera de que el primer indice w sea menor o igual que ¢.

Aplicar el twirl €°Y ya mencionado, mezcla los coeficientes con distinto i, pero con el
mismo w y v,,. En efecto, si escribimos a 10s Xm como a ., i, tenemos:

3N
E -N E —J J Pl j
awvl’wviwg R Pw:Vw»in pR ‘P1U7V'zU7in - val’wPwﬂ/wviwppwvl’wviw (28)
W,V i j=1 W,V iw
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donde j es un vector de N componentes en {0, 1,2} que indican que potencia de R se aplica
3 — —w
en cada subsistema y 7y, = 37 Y i Gy i
Para completar la simetrizaciéon buscada, es necesario promediar ademés sobre los coefi-
cientes con distinto v, pero igual w. Una forma de hacer esto es mediante un twirl que aplique
una permutacion aleatoria m, sobre los qubits iniciales e invertirla antes de la medicién final.

N! N -1
Z Z Tw,uwﬂ-s_lPw,uw,iwﬂ-spﬂ-s_lpw,l/w,iw7Ts = Z pwg_w (w) Pw,uw,iwppw,uw,iw (29)

W, Uy, Ts=1 W,V , 1w

donde p, = 3¥ ), Twu, = D, i Gww,i,- B decit que p, representa la probabilidad de
que ocurra un error de Pauli con beso de Hamming w.

En el mismo articulo original, se propone una alternativa que puede ser més eficiente
y logra un efecto equivalente. Esta consiste en empezar el experimento con un estado in-
variante ante permutaciones de qubits (i.e. [0) = |0)") y hacer una medida sobre la base
computacional |I) que resulta en una cadena de N bits, [ € {0,1}¥. Si la informacion que
utilizamos de [ no depende de las posiciones de los Os y los 1s, esto simula la permutacion
de qubits en el resultado final. Es decir, solo se distingue a los estados finales |/) mediante
el peso de Hamming h € 0,..., N de la cadena de bits asociada [. Notemos que no todos los
operadores de Pauli alteran el estado final. En efecto, el operador Z conmuta con el estado
inicial con lo que no provoca ninguna alteracion. Los factores que podremos observar son
pues Gnicamente X e Y. Por lo tanto, la probabilidad u; de obtener una cadena [ con h unos
en la medicion final esta dada por:

N
Up = Z Rhwpuw (30)

w=h
La suma empieza en w = h pues si hay menos de h operadores distintos de la identidad,
. . . . . h
es imposible que haya h que sean ademas distintos de Z. Los coeficientes Ry, = (q]’j)%

representan la proporcién de operadores de Pauli con w factores distintos de la identidad
que tienen exactamente w — h factores Z (es decir h factores en total entre X e Y). La
relacion entre @ y p, esta dada pues por una matriz diagonal superior no singular, por lo que
en principio, es posible despejar los valores de los p,, eficientemente a parir de los observables
up. Un problema al que no se responde en este trabajo es la sensibilidad exponencial en w
que se necesita en los experimentos para estimar p,,. Por ejemplo, para estimar py, tenemos:

—_— (g)NuN (31)

Por suerte, para decidir si un canal es apto para aplicar un c6digo corrector de errores, solo
se necesita los coeficientes p,, con w pequefio, ya que se espera que la cantidad de errores

. . . !
a corregir sea pequena. En este caso, los p, con w < [ pueden estimarse con O ((%) )

experimentos.
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En la presentacién de este método, también se proponen observables alternativos y una
alteracion que hace al protocolo accesibles para sistemas fisicos como resonancia magnetica,
donde la preparaciéon aproximada de estados puros no es escaleable con el niimero de qubits.
Lamentablemente, no se repetira el desarrollo de estos resultado.

3.5.1. Resumen y perspectivas

Este método nos muestra como la simetrizacion permite extraer informacion sobre el
canal sin la necesidad de realizar una tomografia completa. Fue utilizando estas técnicas
que por primera vez se demostré la posibilidad de estimar parametros de un canal tales
como la fidelidad utilizando recursos polinomiales en N. Sugiere que la simetrizacion /twirl
que conviene utilizar depende de los parametros que se desean estimar. También muestra
que la simetrizaciéon de un proceso mediante un twirl y la variacion de estados iniciales y
mediciones son dos maneras distintas de ver la misma herramienta. El twirl utiliza disenos
simétricos sobre el espacio de los unitarios mientras que la variacion de estados iniciales
y finales busca disenos de estados invariantes ante alguna simetria. En particular, se vio
como fue posible eliminar por completo un twirl de permutacién arrancando con un estado
invariante y transformando la permutaciéon final en una permutacién virtual luego de la
medicion.

En resumen, el método requiere de tan solo O(NN) compuertas de un qubit aplicadas con
profundidad constante. Permite estimar parametros como la fidelidad y las probabilidades p,,
de que ocurran errores de Pauli con peso de Hamming w < [ con una precision € realizando

tan solo O ((%)l 6’2> experimentos independientes.

3.6. Comparaciéon y nuevas metas

En esta seccion, hemos hecho un repaso de los principales métodos existentes de tomo-
grafia de procesos cuanticos. Los primeros dos métodos presentados, SQPT y AAPT, dan
recetas generales de como realizar una tomografia de proceso, y por su generalidad, pierden
de vista algunas posibles optimizaciones que buscaremos encontrar. De SCNQP, tomaremos
la idea de introducir aleatoriedad para implementar una simetrizacion y asi poder estimar
parametros de interés. Como mejora, buscaremos tener méas flexibilidad en cuanto a los pa-
rametros accesibles de canal. De DCQD, tomaremos la idea de utilizar estados y mediciones
que permitan dar una interpretacion simple a los operadores utilizados en la representa-
cion y. Para poder tener alguna ventaja sobre este método, buscaremos no utilizar sistemas
auxiliares (o minimizar el tamafo del mismo). También resultaria una mejora importante
garantizar métodos selectivos eficientes para coeficientes no diagonales.
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4. Tomografia selectiva de procesos cuanticos

El mayor problema con el que se encuentra la tomografia de procesos cuanticos es la
enorme cantidad de pardmetros que precisa estimar. Esta dificultad, aparentemente irreme-
diable puede ser salvada mediante la seleccion de un subconjunto de coeficientes a estimar.
No obstante, en los métodos tradicionales de tomografia de procesos (SQPT, AAPT y en
algin grado también DCQD) todos o muchos de los coeficientes tomograficos de x pueden
estar relacionados de manera compleja con cada una de las probabilidades estimadas expe-
rimentalmente. Es necesario pues, idear nuevos métodos tomograficos que permitan estimar
selectivamente algunos coeficientes permitiendo una correspondiente reducciéon del ntimero
de experimentos necesarios.

En esta seccion presentamos la tomografia selectiva de procesos, un método capaz de
medir selectivamente coeficientes de la matriz y con muy pocos recursos. Primero, daremos
condiciones necesarias y condiciones deseables sobre la base de operadores utilizada en la
representacion x para que esta permita la estimacion selectiva de coeficientes. En segundo
lugar, mostramos como es posible obtener informaciéon de un canal observando su efecto
promedio (integrado) sobre todo el espacio de Hilbert. Como siguiente paso, utilizamos estos
resultados para mostrar como pueden disenarse estimadores para cualquier coeficiente de
la matriz y. Luego, se dan representaciones circuitales de estos estimadores, confirmando la
existencia de una estimacion experimental fisicamente viable. Se enumeran luego los distintos
métodos disponibles para la evaluacion de las integrales como fidelidades y se describe con
detalle cada proceso experimental resultante.

4.1. Una base de operadores conveniente

Como veremos, no cualquier base de operadores permite una mediciéon sencilla de los
coeficientes y. Es importante sin embargo tratar de reducir a un minimo las propiedades
requeridas sobre la base de operadores {£,,}, ya que el resultado final resultard mas general
mientras menos se exija de la misma. Es por ello que separamos condiciones absolutamente
necesarias de condiciones deseables. Las primeras resultan indispensables para la aplicabi-
lidad de cualquiera de nuestros resultados de tomografia selectiva. Las restantes, permiten
importantes optimizaciones, motivando el uso de bases que se adectien siempre que esto sea
posible.

Condiciones necesarias

= Los operadores de la base deberén ser unitarios:
E.El =1

Esta condicién es necesaria para poder implementar tanto los operadores como sus
inversas fisicamente. La condicion significa que corresponden a una evolucion temporal
bajo algin Hamiltoniano.
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= Los operadores de la base deberan ser ortonormales:
tr (EnEl) = Dén

Esta condicion es esencial para que la tomografia resultante pueda estimar un coeficien-
te seleccionado de manera directa. Sin ella, resultaria un algebra mucho mas complicada
y, mas importante aun, no permitiria estimar un coeficiente tomografico independien-
temente de los demas. Notamos también que gracias al factor D, es consistente con la
primera condicion.

Condiciones deseables

Cuando se desarrollé el método de tomografia selectiva, se utilizaron inicialmente los ope-
radores de Pauli como base para la descripcion y. Se observa que las siguientes propiedades
hacen de los operadores de Pauli una base privilegiada para realizar optimizaciones.

» Es deseable que los operadores {E,,} admitan una descomposicion como producto
tensorial.

En=EV®E?P®. . oEM

La motivacion de esta condicidon, es garantizar una implementacion directa y eficiente.
Los operadores F,, podran expresarse como la aplicaciéon en paralelo de operadores
méas simples en los distintos subsistemas. La factorizaciéon también permite obtener

implementaciones de los operadores E,, controlados y anticontrolados (ver apéndice
A3).

» El grupo generalizado de operadores de Heisenberg-Weyl (ver apéndice 6.1) y en parti-
cular, el grupo de operadores de Pauli generalizados, cumplen con todas las condiciones
anteriores y ademas, satisfacen dos propiedades adicionales que permitirdn mejoras sus-
tanciales sobre el algoritmo tomografico.

1. Forman un grupo a menos de fases numéricas (i.e. E,,E, = ™ E,, ).

2. Forman un conjunto mdzimamente conmutativo de unitarios ortogonales (ver de-
finicion 5.7), condicion necesaria y suficiente para definir un conjunto maximal
de bases mutuamente no sesgadas [BBRV02|. Esto quedara claro luego de la lec-
tura de la secciéon 5 y particularmente la subseccion 5.4. Por el momento, basta
aclarar que no se espera tener D? operadores ortogonales que conmuten (esto es
imposible), si no que el conjunto de operadores pueda particionarse en un numero
minimo subconjuntos conmutativos.
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4.2. Algunos promedios sobre el espacio de Hilbert

A continuacién, veremos como un canal puede caracterizarse completamente por propie-
dades globales. Es decir, podemos describir un canal completamente a partir de coeficientes
que resultan de hacer promedios sobre todo el espacio de Hilbert. Mas aun, estos promedios
tienen grado 2 en bras y en kets con lo que en virtud de los resultados que presentaremos en
la seccion 5.4 podran ser calculados mediante el uso de 2-disenos (ver 2-disenos).

Podemos empezar por la fidelidad media de un canal €, que puede ser expresada como|Nie(02]:

F@)= [ wlelo whivya) = [ R dp, (32)

Aqui, el proyector Py representa el estado puro [¢) (| y las integrales se realizan utilizando
la medida de Fubini-Study sobre el espacio de Hilbert (ver Medida de Fubini-Study). Asi
como el diferencial de area sobre la esfera unidad es la tinica medida invariante ante rotacio-
nes, la medida de Fubini-Study es la tnica medida sobre los estados puros invariante ante
transformaciones unitarias (respectivamente conjugacion por unitarios en el caso de los pro-
yectores puros). Por otra parte, la condicion de normalizacion de la medida de Fubini-Study
esta dada por

/F 1dle) =1 (33)

A partir de ahora, omitiremos el subindice F-S, y se asumira que las integrales sobre estados
puros |¢) o proyectores puros P, se realizan utilizando esta medida. Presentamos la expresion
de la derecha para mostrar explicitamente que las integrales no dependen de la fase del
estado, y puede tomarse la integral en el espacio de matrices densidad correspondiente a
estados puros. Un resultado interesante que sustenta esta notacion, es que las integrales de
términos que no tengan igual cantidad de factores [¢)) que (1| se anulan.

El parametro F(€) se utiliza como estimador de la bondad de canales de comunicacién
cudnticos y memorias cuanticas. También veremos que puede utilizarse para estimar cuan
buena es la implementacion ¥y de un operador unitario U asumiendo que se dispone de
una implementacion perfecta de la operacion inversa UT. La estimaciéon de este pardmetro
ha sido hasta hace poco tiempo el caballito de batalla de quienes promueven el uso de esta-
dos aleatorios en tomografia cuantica [DCEL06, Dan05, EAZ05|. Veremos como, en genral,
los estados aleatorios resultan adecuados para la estimaciéon de cantidades definidas como
promedios sobre los estados puros del espacio de Hilbert.

Cualquier polinomio homogéneo de grado 2 en los kets y grado 2 en los bras promediado
sobre el espacio de Hilbert, puede escribirse como una combinacion lineal de términos con el
siguiente aspecto [Dan05|:

tr (Eh) tr (Eg) + tr (E1Es)

DD+ 1) (34)

/ (6] B Py B [9) d[4) =
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No es casualidad que estos sean justamente el tipo de términos que aparece cuando se desea
evaluar la fidelidad media de un canal en representacion y.

En particular, si se toma una base de operadores {E,,} tales que Eq =1 y tr (EnEjn) =
Dby, tenemos que:

D(Sm,Oén,O + (Sm,n
D+1

/ (0] EnPLEL ) d|16) = (35)

Dado un canal & cuya representacion x esté dada por €(p) = > XmnEmpEl, podemos
desarrollar la expresion para su fidelidad media como:

7(e)

[ wie@ )

= [ W1 B P ELI) d1)
o Z D(Sm,Odn,O + (5m,n

DXOO+Zmem
D+1

Si ademés, € preserva trazas (Ec. 9), como hemos supuesto una base {E,,} de operadores
ortonormales, la diagonal de la matriz x es una distribucion de probabilidades (Ec. 10).
Podemos entonces concluir que ) Xmm = 1. Con lo cual, tenemos la siguiente relacion
sencilla entre la fidelidad media y xqo.

— DXOO + 1
F&)=—F—— 36
(€) D+1 (36)
De aqui, que puede usarse el resultado del experimento para estimar xo, como
D+1)F(€&) -1

D

Corolario 4.1. De F(€) = ng‘:fl, se desprende que sin importar que tan buena o mala
1

es una operacion, la fidelidad media no puede ser menor que 5.

como: F(€) € [545,1].

Podemos expresar esto

En particular, un operador unitario U debe tener traza 0 para minimizar su fidelidad
media. Aun asi, tiene fidelidad maxima para los D estados |¢)) de la base ortonormal que
diagonaliza a U. Es por ello que el estudio de la fidelidad media de U no puede limitarse a

una base preseleccionada. Debe pues considerarse un conjunto mas amplio de estados para
el estudio de fidelidades.
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Es natural preguntarse si es posible estimar otros coeficientes diagonales de x. Una res-
puesta inmediata a esto, surge de medir la fidelidad media del superoperador €&, = p —
E(ETpE,). Para su construccion, solo es necesario contar con € y una implementacion per-
fecta del operador EJ. Luego se utiliza la técnica preferida para medir la fidelidad media del
canal modificado ;. El efecto de este canal esta descripto por:

Es(p) = Z anEmE;rpEsEl

mn

Nuevamente, podemos expresar la fidelidad media de €, como:

F(E(P,) = / (6] €4(Py) [0 d 1)
= S [ WIEWELPLBEL ) dl0)

B tr (B, El) tr (E,E}) +tr (B, EIEE})
- ; Xmn D(D+1)

D*Xss + 3 um Xmntr (En EIESEY)
D(D +1)
D*x,s +tr (E(ELES))
D(D +1)
D?xs + tr (EIE)
D(D +1)

Dxss + dss

D+1
Dyxs+1

D+1

Para justificar la simplificacion de tr (S(EIES)) =tr (EIES), utilizamos que el superoperador
& preserva trazas(Ec. 9). Ahora, si Fy es unitario, podemos interpretar este resultado como
gate fidelity, la fidelidad con la que € implementa una compuerta F,. Estard dada por
F(E,, &) =F(&,) = Dg;;lﬂ y se encontrara siempre entre D+r1 y 1. Mas aun, es importante
notar que dado un canal &, el coeficiente diagonal x,,s correspondiente al operador E tiene
el mismo valor siempre y cuando la base de operadores utilizada para la representacion y
sea ortogonales e incluya a E. Notamos que tampoco es necesaria la condicion Fy = 1 ya
que no se utiliza en la derivacion.

Pueden extraerse con el mismo concepto coeficientes no diagonales de la represenacion y

de €. Veamos que el siguiente promedio nos aporta informaciéon sobre el coeficiente X, .

D+1 (38)

/ (] (B}, PyE,) [} d ) =
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Esta es una generalizaciéon bastante directa de la formula utilizada para expresar los coefi-
cientes diagonales como promedios. La derivaciéon es totalmente analoga salvo que el ultimo
paso introduce una 9,,, que no admite reduccién como con by, = 1.

No obstante, es imposible encontrar una relaciéon tan directa entre los coeficientes x,,, no
diagonales y un observable fisico, ya que en general, estos coeficientes son ntimeros complejos.

4.3. Representacion circuital

Nuestro enfoque en esta seccion se concentrara en la construccion de circuitos que conten-
gan a € y permitan caracterizar los distintos coeficientes de su matriz y. Para la construccion
de los circuitos, asumimos operadores F, unitarios para permitir su implementaciéon. Nos con-
tentaremos con construir circuitos cuya fidelidad media determine un coeficiente de y. Hay
varias propuestas eficientes para la medicion de fidelidades medias que se mostraran en la
proxima subseccion (Sec 4.5).

4.3.1. Circuito para coeficientes diagonales de chi

Los circuitos para la medicién de coeficientes diagonales de y ya fueron sugeridos en la
seccion anterior. Siempre que los operadores F, sean unitarios, se puede dar una implemen-

tacion fisica de los mismos.
— E}

Recordemos que en los circuitos cuanticos el tiempo avanza de izquierda a derecha. Asi pues,
. . . T _ DX.5€+1
implementamos el canal &4 cuya fidelidad nos proporciona F(&;) = e
Algo importante a notar, es que conmutar la aplicacién de € y EI, proporciona un canal

con la misma fidelidad. Este nuevo canal, esta descripto por:

—e Bl

p— > XmnElEnpE}E,

mn

De manera analoga a casos anteriores, podemos llegar a que su fidelidad esta dada por:

tr (E1E,) tr (EJE,) +tr (EIE, E} E,)
%; Xmn D(D +1)

Como la traza es ciclica tenemos que:
tr (E!E,E}E,) = tr (E;ElE,,E})
Como estamos considerando solo F unitarios, tenemos pues:
tr (E1E, E E,) = tr (E,E})

A partir de aqui, la misma derivacion que se utilizdé para el circuito anterior nos permite
DXS.S"FI

llegar a la misma expresion === para la fidelidad media.
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4.3.2. Circuito para coeficientes no diagonales de chi

A continuacién, mostramos como pueden estimarse coeficientes no diagonales de la matriz
x a partir de las fidelidades de circuitos que utilizan al superoperador €. Un aspecto que
deberemos tener en cuenta, para la medicion de coeficientes no diagonales, es que estos son
por lo general, nimeros complejos. En el caso ideal, deberiamos encontrar un observable
asociado a la parte real y otro a la parte imaginaria. Mas aun, incluso las partes reales y
partes imaginarias de los x,,, pueden ser tanto positivas como negativas, por lo que si la
estimacion se realiza en términos de fidelidades, deberia ser un estimador basado en diferencia
de fidelidades.

Presentamos a continuacion un esquema tomografico que nos permitira estimar cualquier
coeficiente seleccionado de x.

p p p P
’O>Auxil e
’77Z)>PrincW E);-L | EJL P’/’

En este caso, lo que se busca medir es una diferencia de fidelidades en el sistema principal.
Mas concretamente, el estimador que nos proporcionara informacion sobre x,,, es diferencia
de fidelidades medias del sistema principal, condicionales a cada autoestado de polarizacién
en el qubit auxiliar.

Damos a continuacién una descripcion del estado del sistema en los distintos pasos del
proceso. El estado inicial del sistema, puede expresarse como:

Pto = ‘0> <0| ®P¢

Luego de aplicar la compuerta de Hadamard H (ver ecuacion (83) de apéndice por maés
propiedades) en el qubit auxiliar, obtenemos:

1 1 1
=700 )
p=H|0) (0| H' @ P,
pﬂz%<|0><0|+|0><1|+|1><0|+|1><1|>®P¢

Luego de aplicar ET de manera controlada y E complemento-controlada, el estado resultante
queda entrelazado para obtener:

1T 10) (0] ® ELPyE, +[0) (1| @ E} PyEp+
P2=5 | 1) (0| ® B}, PyE, + 1) (1| ® El, Py By,

Luego de aplicar el mapa € sobre el sistema principal, obtenemos el estado:

men 10) (0] ® B Bl PyE,E!, +10) (1| ® Ep B} PyE, El+
pis = 1) (0] @ Ene B} PyELE!, + 1) (1| ® Ew El PyEE,
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El observable a medir es: 0, ® Py, donde o, vale 1 si el qubit auxiliar esta polarizado en
el sentido de X y —1 si esta polarizado en sentido contrario. Por otra parte, la medicion de
P, resultard 1 si se mide supervivencia del estado inicial, y 0 en caso contrario.

Otra forma de interpretar esto, es la medicién condicional de o, , solo en el caso de
supervivencia de P,. Con lo cual, en un primer paso, tomamos la traza parcial del sistema
principal con respecto a F,;. Obtenemos asi, una densidad reducida para el qubit auxiliar
que es igual a:

e = 3 Y 0) {0 tr (B B PLBWEL, Py ) + 10) (1t (B B} PuEn B} P ) +
TS 2 | WOl (BB PaEGEL Py ) + 1) (1t ( B Bl Py En L Py )

Ahora, por la ecuacion 34, cuando tomamos el promedio sobre Py, con distribuciéon uniforme
sobre la medida de Fubini-Study o sobre un 2-diseno de estados, obtenemos:

0l (tr (B Bf) tr (BBl ) + tr (Ew ELELEL ) ) +

Ytr (EnEL) +tr (EwELELEL) ) +
EwEl ) tr (B,E!) +tr (EwELEE!)) +
1] (tr (BB tr (BuEL) + tr (B BLEnEL ) )

)

Xm/n' ‘O>

Pauz = mZn/ m >
)

Podemos hacer la simplificacion tr (EmE;Q) = D, utilizando que los Ej son ortogonales.
También es posible usar que el canal & conserva trazas para simplificar los términos de la
derecha.

10) (O] D26 O+ 10) (0] tr (ELE,) +

) . 0) (1 D20+ | 1 10) (1] tr (ELE,,) +

Pae = 2 9D(D+ 1) | 1) (0| D?6pimbpmt+ |~ 2D(D + 1) | |1) (0] tr (E}E,) +
n 1) (1] D28 m e ) (]t (E)E,)

Utilizando nuevamente la ortonormalidad de los operadores y las sumas sobre ¢ de Kronecker,
podemos reducir la expresién derecha a:

1 [ 10) (O] (D*Xn + D) +0) (1| (D*Xoum + Dépm) + ]
Pae = 5D + 1) | 1) (0] (D?Xonn + Dbpnn) + 1) (1] (D*Xorm + D)

Simplificando un factor D podemos dar la matriz p,,, explicitamente como:

B 1 Dxon+1  DXpm + Oum
Pauz = 5D 1 1) \DXonn + Omn DXonm + 1

(39)

Ahora veamos que la informacién sobre x,,, se encuentra codificada en la polarizacion hori-
zontal (ejes X e Y') del qubit auxiliar en pgy,.
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Para ver esto, podemos escribir p,,, en términos de las matrices de Pauli 1, 0,,0y,0..
s 4(D+1) 2(D+1) 2D +1) Y 4D+1)
La fidelidad media del canal principal, esta dada por la traza de pg.:
nn+ T
DXenZmm ]
D+1
Condicional a esta supervivencia en el canal principal, podemos medir la parte real y la parte
imaginaria de X, a través de los observables o, y o, sobre el qubit auxiliar.

Por ejemplo, la polarizacién en z, dada por pgu,0,, nos proporciona la informacién sufi-
ciente para reconstruir Re(z,,).

DRe(Zmn) + dmn
D+1

tr (paumaz) -

Ya que despejando explicitamente, tenemos:
(D 4 1)tr (Pawz0z) — Omn

Re mn) —
() B
Si en cambio medimos la polarizacion del qubit auxiliar en el eje y, obtenemos:
Dim(z,,,)
t aux = —
 (aw) =

El segundo estimador de interés nos provee pues la parte imaginaria del coeficiente X,.n.
(D + 1)tr (Pauzoy)
D

Por dltimo, medir o, nos da informacion acerca de la diferencia x,, — Xmm-

2(D + 1)tr (Pauzo-)

Im(Zpn) =

Notamos que si, m = n, el qubit auxiliar se encuentra en un estado totalmente polarizado
en el eje X:

Pauz = dX'mm"Fll
2(d+1)

El resultado solo depende de la probabilidad de supervivencia en el sistema principal. Una
manera de ver esto, es mediante el circuito equivalente:

Lo Pu Pr2 Pt3
|O>Aum’liar @ /74 Oz

‘w>Pmnczpal Ej—-n @ /7/\ P1/’

Aqui, el sistema principal resulta desacoplado del auxiliar debido a que se realiza la misma
operacion independientemente del valor del qubit auxiliar (ver apéndice A.3). Recuperamos
pues los resultados en la subseccion anterior para la medicion de coeficientes diagonales.

dem+1
_ [ dt1) O
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4.4. Estimadores en términos de fidelidades

La polarizacién en el qubit auxiliar puede pensarse como: o, = P, — P_. Podemos con-
siderar la fidelidad media del sistema principal en un canal en el que solo se consideran los
experimentos en los que el qubit auxiliar termine en el estado |+), Utilizando este resul-
tado, las cantidades necesarias para estimar Re(x,u,) 0 Im(xm,) pueden estimarse como la
diferencia entre dos fidelidades medias, donde el canal se define haciendo posseleccion sobre
las mediciones en el sistema auxiliar. En el rectdngulo delimitado por la linea de puntos del
siguiente circuito, se representa un canal &,,,. con posseleccion al que se le debe medir la

fidelidad. e
0) < H fF—+—— Py

|¢>Prmczpal E:n—El @ E Pd}

Analogamente, se definen los canales &,,,—, Emn+i ¥ Emn,—i de acuerdo a posselecciones
sobre la polarizacion de qubit auxiliar. Esto nos muestra que podemos expresar los coeficien-
tes Xmn €n términos de mediciones de fidelidades.

(D+1) (F(&mnt) — F(Emns)) — 6mn

Re(an) = D (40)
_— (D+1NF@WBQ—F@W”D (41)
(42)

4.5. Medicion de fidelidad

El resultado principal de esta seccion ha sido reducir el problema de medir coeficientes
arbitrarios de la matriz xy de un canal a la medicién de fidelidades medias. A continuacién
mencionamos algunas posibles respuestas al problema de medir fidelidades.

4.5.1. Utilizar DCQD o SCNQP para medir fidelidades medias

El método tomografico DCQD permite medir selectivamente cualquier coeficiente diago-
nal. En particular, puede utilizarse para medir el coeficiente ygoo que determina la fidelidad
del proceso. Aunqué esta propuesta parece no tener mucho sentido, la combinacion propues-
ta, aplicada sobre los canales X+ ¥ Xmn+i, Permite medir de manera eficiente coeficientes
no diagonales x,,, del proceso original.

En el caso de SCNQP, este permite medir eficientemente la fidelidad de un proceso.
Aplicandolo sobre las modificaciones propuestas del proceso original, también permitira la
estimacion eficiente de cualquier otro coeficiente de la matriz x original.
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4.5.2. Usar 2-disenos de estados para medir fidelidades medias

Las mediciones cuénticas son de naturaleza inherentemente probabilistica. Considere-
mos por ejemplo, preparar un estado |¢), luego dejarlo evolucionar bajo un operador € y
finalmente medir si sigue en el mismo estado. Cada medicion de este tipo puede resultar
en dos posibilidades, 1 si el sistema se encuentra finalmente en |¢)) y 0 si el sistema no se
encuentra en |¢)) (se encontrard pues en [¢))"). Si realizamos un gran nimero de mediciones
promediando los valores obtenidos, llegamos a un buen estimador p de (¢| E(Py) ).

Una vez comprendido esto, podemos argumentar, que es posible introducir aleatoriedad
en el experimento més alla de la propia aleatoriedad inherente a la medicién. Por ejemplo,
dada la siguiente formula para la fidelidad media de un mapa &:

F(e) = / (W] &(Py) ) d )

Una lectura posible de esta formula puede decirnos que para calcular la fidelidad media de un
mapa €, es necesario promediar la probabilidad de supervivencia de todos los estados puros
posibles |¢) en el espacio de Hilbert en el que actiia. Esta lectura es dificil, si no imposible
de llevar a la practica. Otra lectura posible es que la fidelidad media del operador € esta
dada por medir la probabilidad de supervivencia de un estado puro generado al azar con
una distribucion uniforme sobre la medida de Fubini-Study. De esta manera, la receta para
medir la fidelidad media se vuelve méas simple:

1. Preparar un estado puro al azar .
2. Aplicar el mapa & al estado preparado.
3. Medir si el estado final es el mismo que el preparado.

4. Promediar los resultados de las M mediciones asi realizadas.

|¥) Py

Donde [¢)) se toma aleatoriamente entre estados puros.

El valor resultante es un estimador no sesgado de la fidelidad F con varianza 2F(1—F)/M <
1/2M. Esta receta tan simple de enunciar, puede resultar dificil de llevar a la préactica. Los
problemas que se encuentran para la implementacion corresponden a los pasos 1 y 3 de la
misma.

Por un lado, la generaciéon de un estado aleatorio uniformemente distribuido corresponde a
tener un sistema en equilibrio térmico a temperatura infinita®. Sin embargo, esta posibilidad,
no nos permite conocer el estado sin hacer una medicion destructiva sobre el mismo. Es por
ello que tampoco podremos medir la probabilidad de supervivencia del mismo ya que no

$Temperatura muy grande con respecto a las diferencias energéticas de los distintos estados accesibles
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sabremos de que estado se trata. Analizaremos esta propuesta con més detalle una vez que
hayamos presentado las herramientas necesarias para que este camino resulte viable.

Es por eso que las implementaciones de tomografia de procesos cuanticos (TPC) hasta
el momento, requieren preparar distintos estados iniciales de manera controlada. Y luego
medir en cada caso la probabilidad de supervivencia y/o transicion del estado preparado.
Nuevamente, estamos en problemas, ya que la complejidad de la preparacién controlada de
un estado puro arbitrario en un sistema de dimensién D, crece polinomialmente con D, es
decir exponencialmente con el nimero N de subsistemas.

Notemos que dado un canal &, la fidelidad de estado es un polinomio homogéneo de
grado 2 en [¢)) y en (¢|. Existen conjuntos finitos de estados sobre los cuales el valor medio
de estos polinomios es igual al promedio sobre todo el espacio de Hilbert. Estos conjuntos
de estados se denominan 2-disenos y su utilidad para medir fidelidades fue senalada en la
tesis de maestria de Christoph Dankert [Dan05|. Por el momento, solo precisamos saber que
podemos limitar el sorteo de estados iniciales a un conjunto finito de estados X (un 2-disefio
de estados) en lugar de sortear sobre el conjunto completo de estados puros.

|4) Py

Donde [¢)) se toma aleatoriamente de X.

La varianza del estimador luego de M mediciones independientes serd de EE)A-F(E)

M
Otra posibilidad, es medir la probabilidad de supervivencia (| E(Py) |¢) para cada estado
|1) en el 2-disefio X de manera exacta y el promedio de estos valores nos dara el resultado
preciso esperado.
— 1
F(&) = —
X

Lamentablemente X contiene una cantidad exponencial de estados (como minimo D?) por
lo que esta tltima propuesta deja de ser viable para N grande.
Ahora bien, la pregunta que debemos hacernos ahora es:

Y WIEP) |¥)

lpyeX

“sEs posible obtener de manera eficiente los estados pertenecientes a un 2-disefio?”.

Este problema ha sido estudiado por Christoph Dankert en su tesis de Maestria [Dan05] y
retomado por Ariel Bendersky en su tesis de licenciatura [Ben06|. Ambos estudian el uso de
bases mutuamente no sesgadas como 2-disenios para la medicion de la fidelidades. Tanto en
la tesis de Dankert [Dan05] como en la de Bendersky [Ben06| se muestra como se pueden
construir circuitos cudnticos para generar elementos arbitrarios de un conjunto maximal de
bases mutuamente no sesgadas utilizando O(N?) compuertas. En la seccién 5 presentaremos
las propiedades de los 2-disenos y su relacion con las bases mutuamente no sesgadas. Con esta
base, daremos en la secciéon 6 una definicion explicita de un 2-diseno de estados que permite
una construccion eficiente 7 para la construccion de cada estado. La critica que admite esta

"Se requeriran O(N?®) operaciones clasicas y un circuito con O(N?) compuertas cuénticas elementales.
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propuesta, es que se precisa realizar un gran ntimero de operaciones O(N?) con una fidelidad
total mas alta que la del proceso que se busca caracterizar.

C. Dankert, J. Emerson y et al. proponen, tanto en la tesis de maestria del primero
[Dan05] como en un articulo posterior [DCELO6], el uso de 2-disenos aproximados de ope-
radores unitarios para la medicion de fidelidades. Muestran como un 2-disenio de operadores
unitarios Xy, induce, al aplicarse sobre cualquier estado [ig) un 2-disenio de estados X. Pro-
ponen utilizar un circuito con O(Nlog (1/¢)) compuertas y profundidad O(log (N)log (¢))
para inducir una distribuciéon de estados que muestra una distancia € + 1/4" de un 2-disefio
de estados para un sistema de N qubits. Tomando la perspectiva de simetrizaciéon del canal,
llegan a la conclusién de que con un ntimero de experimentos independiente de D utilizando
este circuito, pueden estimar la fidelidad media con un error § > 1/4".
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5. t-disenos y Bases Mutuamente no Sesgadas

5.1. Introducciéon a los t-disenos

Un polinomio p es homogeneo de grado t en las variable 1, xo, . . . 7, sii p(Az1, Axa, ..., A\xy,) =
Ap(xy,Zs, ..., x,). Equivalentemente, cada monémio que lo compone, tiene exdctamente ¢
factores pertenecientes a {z1,...,%,}.

Para introducir la nociéon de t-disenos y desarrollar una intuicién de como funcionan,
consideremos los polinomios p(z) = ax + b de grado 1 en una sola variable con dominio en
[—1,1]. En este caso, es facil ver que:

/0 p(x)dx = %a +b= p(%)

En el caso de polindmios p(x) = az? + bx + ¢ de grado 2, podemos con un razonamiento
similar, obtener:

1 1 1 1
p(b o) 03 )
2

1 d L 1b

/0 p(x)dx = 3a+2 +c=
Esto nos muestra que para evaluar la integral de un polinébmio, nos alcanza con evaluar al
mismo sobre un nimero finito de puntos y tomar el promedio sobre estos. Sin embargo, es
importante elegir correctamente el conjunto de puntos que se utiliza. Esta técnica tiene gran
uso para problemas de integracion numérica. Estos problemas toman el nombre de cuadratura
o cubatura segun se trate respectivamente de integrales en una o multiples variables. También
es posible elegir conjuntos de puntos apropiados cuando la integracion se realiza sobre un
espacio algo mas complejo, como la superficie de una esfera en un espacio de multiples
variables. P. Delsarte [DGS77| fue el primero en estudiar sistematicamente el problema de
integrar polinomios sobre una esfera promediando sobre un subconjunto finito de puntos. A
partir de sus trabajos, estos conjuntos de puntos tomaron el nombre de cédigos y disenos
esféricos.

En el caso de la mecanica cuantica, el espacio de integracion pertinente, es el espacio de
Hilbert de los estados, y la medida unitariamente invariante que se utiliza para promediar
sobre los mismos se llama medida de Fubini-Study. Otra propiedad de las cantidades a
promediar, es que siempre aparean igual cantidad de factores bra como factores ket.

Un t-diseno de estados cuanticos es pues, un conjunto de estados puros que permite
evaluar de forma fiel el valor medio de polinémios de grado t en las componentes de un bra
y grado t en las componentes del ket correspondiente.

En particular, cualquier conjunto de vectores que forme una base B ortonormal del espacio
de Hilbert H de dimension D, constituye un 1-diseno de estados.

[ wlomd) = ©) =5 3 wlol)

lv)eB
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El término tr (O) se obtiene de un calculo explicito de la integral. A menos de una constante
multiplicativa, es el tinico término posible que es lineal en O y unitariamente invariante.
Notemos que las componentes de O representan en (1| O [)) los coeficientes correspondientes
a cada uno de los monomios en las componentes de (| y [1)).

Para que el conjunto X sea un 2-disefio de estados, es necesario y suficiente pedir que se
preserven todas las integrales de la forma:

[ (10118) 10216 40 = i 3 (6101 16) (91 02 v)

X l)eB

Esto permite expresar cualquier combinacién de mondémios de grado 2 en los elementos de
|4) v grado 2 en los elementos de (¢|. También puede encontrarse la forma explicita de estas
integrales. Se trata de:

tr (0102) + tr (01) tr (02)
DD +1)

/FS (Y] 01 [9) (V] Oz [9) dyp =

5.2. Cuatro definiciones de t-disenos

En esta subseccion damos cuatro maneras equivalentes de definir los ¢-disenos de estados,
que nos proveen los medios para entenderlos y nos permitiran relacionar los 2-disenos con
las bases mutuamente no sesgadas. Imitamos la presentacion de Andreas Klappenecker y
Martin Rotteler [KRO05|, quienes demuestran la equivalencia de distintas definiciones de ¢-
disenos para asi llegar a un mayor entendimiento de los mismos.

Lemma 5.1. Si integramos sobre la esfera compleja para cualquier vector normalizado |¢),

tenemos que:
1
| o @ =
k

Demostracion: Sin importar de que vector normalizado ¢ se trate, existe un operador
unitario U que mapea ¢ al primer vector de la base canonica, U |¢) = |e1). Entonces tenemos:

/!<wl¢>12’“ = / U e dop =

Como la integral es unitariamente invariante, esto es equivalente a:

lﬂwwﬁwz/wﬁw:

Donde v, se refiere a la primer componente de 1) en su representacion canénica. La propo-
sicion 1.4.9 del libro de Rudin [Rud80| permite finalmente evaluar esta integral a:

1
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Notamos que en el caso particular, £ = 0, esto senala que la integral esta normalizada. En
el caso particular £ = 1, esto puede obtenerse de que la proyecciéon promedio sobre cada uno
de D vectores de una base ortonormal es la misma, y suman 1 = 2 + 2 + ... + 9%,

Teorema 5.2. Dado un conjunto finito no vacio X de estados puros, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. X es un t-diseno. Es decir que para todo polinomio p(|v), (¢|) homogeneo de grado ¢
en las componentes de |¢)) y homogeneo de grado t en las componentes de (1|, tenemos

que:
/ p(16) , () [ = Z

\w yex

Notemos que tanto en la integral como en la suma, solo se consideran estados |¢)
normalizados.

2. Para todo vector del espacio de Hilbert |¢) y para todo k tal que 0 < k < ¢ vale la
igualdad:

olo)"
| ¢|77Z} 2k - <D —1
P> @

3. Para todo k tal que 0 < k <'t, el conjunto X satisface:

2k

|X| P,peX ( k )

4. Los siguientes tensores de rango 2¢ son equivalentes

o o I I = [ 1) i di)

weX

Demostracion: Probaremos ciclicamente que cada condiciéon implica la siguiente.

1. = 1+. Si X es un t-diseno, entonces X es un k-diseno para todo k tal que 0 < k < t.
Simplemente es necesario observar que si p(|¢), (¥]) es un polinomio homogeneo de
grado k en las componentes de |¢) y grado k en las componentes de (1|, entonces puede
verse que para los vectores |1) normalizados, el polinomio p([t), (1]) x (1b|)™*) es
equivalente a p(|v) , (]) y homogeneo de grado t. Luego, la evaluaciéon de un polinomio
homogeneo de grado £ < t en un ¢-disenno dara correctamente el valor correspondiente
a un k-diseno.
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1+. = 2.

3. = 4.

Fijado un vector ¢, tenemos que p(|¢) , (¢]) = [(6[1)[** = (8]¢)" (1|¢)" es un polino-
mio homogeneo de grado k en las componentes de |¢)) y grado k en las componentes

de (1]. Luego, la sumatoria en el lado izquierdo de 2. puede pasarse a una integral,
que puede evaluarse utilizando (Lemma 5.1) obteniendose asi la expresion dada a la
derecha de la igualdad.

. Si instanciamos y sumamos la igualdad en 2. sobre todos los |¢) € X, obtenemos la

igualdad expresada en 3. multiplicada por |X|.

Supongamos que la ecuacion 3. es valida. Para un vector |[¢), denotamos |1))*" al
producto tensorial de ¢ copias de [¢) (no se contrae ningtin indice). Notemos que
= . Consideremos el siguiente tensor de rango ¢, t:
! “81$)®". Consid ] siguiente t de rango ¢t

_ 1 ®t y©f Ot 1|t g
=y 0 1w a

Podemos evaluar la norma de £ como tr ({ff) > 0. Una evaluacioén explicita proporciona
el siguiente resultado:

wle) = o 3 ol wie' - [ > ol o1’ a
- lyluz)j( [ty wioras+ [ [ ol wioy avas
_ ﬁwzexwﬁ— %;}j{ [ 1ot av
_ ITIUZX [l as+ [ [ o) avas

La doble suma vale por hipotesis (D+tt_1) ! Por el lema (Lema: 5.1), todas las integrales

: . D+t—1\—1 . -1
simples también se evaluan a (7*/7!) . La suma esta normalizada por el factor | X|

y la segunda integral también esta normalizada, ya que corresponde a la medida de
Fubini-Study. Podemos concluir que como los cuatro términos valen lo mismo, su suma
se anula y tr (55*) = 0. La tinica manera de que la norma del tensor hermitico £ se
anule, es que el mismo tensor se anule, £ = 0. Con esto concluimos que:

ﬁ S )% (] = / Y (1 dip

YpeX

. Cada una de las componentes del tensor [¢)*" (1| es uno de los monomios posibles de

grado t en las componentes de [1)) y grado t en las componentes de (1| estando todos
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los monomios incluidos con todos los ordenamientos de factores posibles. Con lo cual,
la definiciéon 4. implica que promediar sobre la medida de Fubini-Study y promediar
sobre el conjunto X es equivalente para cualquier monomio homogeneo de grado t,t.
Luego, por linealidad, el valor medio sobre X de cualquier polinomio homogeneo de
grado t,t da el valor correcto correspondiente a la integral de Fubini-Study. Es decir
que X cumple con la definicion 1. de t-diseno de estados.

Q.E.D.

El cuarto paso (3. = 4.) de la demostracion anterior, puede generalizarse a una desigual-
dad que toma el nombre de cota de Welch. Esta desigualdad fue derivada por L. Welch
en un articulo de 1974 [Wel74| en el que buscaba acotar que tan pequena podian ser las
correlaciones mutuas de un conjunto de senales.

Corolario 5.3. Cota de Welch: Para todo conjunto de estados normalizados X, vale que:

L 2k _ 1
| X|2¢§;X'<W>‘ > oy

Demostracion: Si utilizamos un conjunto X tal que

LS (el < —(ka_l)

2
|X| ,peX k

en la construccion del tensor hermitico £ de la demostracion anterior, este tendra norma
negativa. Absurdo, que surge de suponer que se puede violar la desigualdad de Welch. Q.E.D.

5.3. Bases mutuamente no sesgadas (MUBs)

Las bases mutuamente no sesgadas (MUBs)®, representan una posible realizacion del
principio de complementaridad. Este principio, fue introducido por Bohr [KR05, Boh28| en
1928. El ejemplo méas conocido de complementaridad, es entre el momento y posiciéon de
una particula cuantica. Si medimos el impulso de una particula cuya posicién esta “bien
definida”, el valor obtenido no nos proporcionara absolutamente ninguna informacion acerca
del estado original de la misma, ya que todos los impulsos resultan en este caso igualmente
probables. Analogamente, si medimos la posicién z de una particula cuyo impulso p esta
bien definido, tampoco obtenemos informacion sobre el estado original de la particula, ya
que todas las posiciones resultan igualmente probables. Esto puede expresarse mediante la
siguiente relacion entre los autoestados de impulso y de posicion.

/ &% |2) di = |p) (13)

8Del ingles mutually unbiased basis.
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Donde |z) es un autovector de X con autovalor z, |p) un autovector de P con autovalor p.
Diremos pues, que dos bases ortonormales B; y B, son mutuamente no sesgadas, si al hacer
una medicion proyectiva en la base By de cualquier autoestado de By, se obtienen todos los
resultados posibles con igual probabilidad. La nocion de complementaridad también tiene
sentido en espacios de dimension finita, donde el manejo de los espacios de Hilbert requiere de
menos sutileza matematicas. En este caso, podemos dar una definicién compacta y simétrica
de que dos bases sean mutuamente no sesgadas.

Definicién 5.4. Dadas dos bases ortonormales By = {|i;),i = 1...D} y By = {|¢y) ,i =
1...D} del espacio de Hilbert de dimension D. Se dice que son mutuamente no sesgadas si

y solo si:
1

Yi.j o lWile)’ =5 (44)

Los autoestados de polarizacion en los ejes ortogonales X y Z de una particula de espin %
proporcionan el ejemplo més sencillo de este concepto en un espacio de Hilbert de dimensiéon
2. Como se mostro en el experimento de Stern-Gerlach, medir la polarizacion de una particula
en el eje X, implica maxima incerteza para la polarizacién en el eje perpendicular Z. La
primer medicién de la experiencia, colapsa la particula a un autoestado de polarizacién en
X mientras que la segunda obtiene con probabilidad 1/2 cada una de las dos polarizaciones
posibles en el eje Z. Los observables X y Z se llaman pues observables complementarios.

Gran parte de la bibliografia dedicada a las bases mutuamente no sesgadas trata el tema
de construir conjuntos maximales de bases mutuamente no sesgadas dos a dos en espacios
de dimension finita D. Un resultado conocido es que bajo ninguna circunstancia pueden
encontrarse mas de D+ 1 bases mutuamente no sesgadas. Daremos una demostracion de este
hecho basada en la cota de Welch (Corolario 5.3). Pero primero, mostraremos un resultado
que relaciona las bases mutuamente no sesgadas con los 2-disenos y resulta fundamental para
nuestro trabajo.

Corolario 5.5. Si consideramos un espacio de Hilbert finito de dimensién D, las
siguientes afirmaciones son validas.

a Existen como maximo D + 1 bases mutuamente no sesgadas.

b Los estados pertenecientes a un conjunto de D + 1 bases mutuamente no sesgadas
forma un 2-diseno de estados.

Demostracion: Sea X el conjunto de los B x D estados pertenecientes a B bases mutua-
mente no sesgadas en un espacio de Hilbert de dimension D. Podemos evaluar explicitamente
la suma correspondiente a la tercer definicién de 2-diseno (k = 2), que también aparece en
la cota de Welch. En ella obtenemos:

|;’2 > |<¢|¢>|2k=ﬁ (DBx 1* £ DB x D(B —1) x (%) ) (45)

¥,0eX
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Hay D x B vectores, cuyo producto interno con si mismos resulta 1. Hay (Dx B)x(Dx(B—1))
productos internos entre pares de vectores de distintas bases mutuamente no sesgadas, cuyo

producto interno tiene norma \/Lﬁ. El resultado de los restante productos internos es 0.

D+B-1
D?B

Si tomamos k = 2 y simplificamos la expresion de la derecha obtenemos: . Veamos

qué podemos deducir a partir de su cota inferior de Welch, ~—2—

D(D+1)"
D+B-1 _ 2

D2B ~— D(D+1)
(D+B-1)(D+1) > 2DB
D*+D+BD+B-D-1 > 2DB
D*+B-1 > DB

(D-1)(D+1) > (D-1)B

(D+1) > B

Esto significa que el nimero B de bases mutuamente no sesgadas esta acotado por D + 1.
También significa que cuando B = D + 1 se satura la cota de Welch, cumpliendose para X
la tercera definicion de 2-disenio. Q.E.D.

Para el caso en el que D es una potencia de un nimero primo, (i.e. D = p» con p
primo) se conocen construcciones explicitas que alcanzan la cota maxima de D + 1 bases
mutuamente no sesgadas. Esto incluye los espacios de Hilbert correspondientes a sistemas
de qubits, donde D = 2V. Por otra parte, no hay resultados concluyentes acerca del maximo
ntimero de bases mutuamente no sesgadas en una dimensién D que no sea potencia de primo.
No se conoce ninguna construccion de D + 1 bases no sesgadas en estos espacios, ni siquiera
para D = 6. Mas aun, busquedas basadas en minimizaciéon numérica parecen indicar la no
existencia de tales conjuntos de bases [BHOT]|.

En el caso del espacio de Hilbert de dimension 2, pueden encontrarse 3 bases mutuamen-
te no sesgadas correspondientes a autovectores de polarizaciones en 3 ejes perpendiculares
arbitrarios. Fisicamente, este resultado se basa en el hecho de que un espin 1/2 totalmente
polarizado en un eje, no tiene ninguna polarizacion en los ejes perpendiculares. Este es el
maximo numero de bases mutuamente no sesgadas que pueden construirse en esta dimension.
El ejemplo mas simple que puede darse de MUBs es pues en dimension 2, y se trata de las
bases compuestas por los autovectores de los operadores de Pauli X, Y, Z. Estos autovectores
pueden expresarse en la base canonica (base de autovectores de Z) como:

Operador X Y Z

0)H[1)  |0)+ilL
T s o
Ov=—v 7 7 0)

En esta tabla, ya se ve como los vectores de las distintas bases pueden definirse como auto-
vectores de operadores de Pauli, con autovalores 1 y —1.
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Una de las razones por la cual las bases mutuamente no sesgadas han generado tanto
entusiasmo, es por las propiedades que poseen a nivel de informacion cuéntica. Esto puede
ilustrarse con dos propiedades que resultan contrapuestas, ya que las MUBs permiten ma-
ximizar la informacion extraida en esquemas de tomografia cuantica y minimizar la perdida
de informacién en criptografia cuantica.

» Tomografia: Ya en 1960 J. Schwinger [J.S60] conocia que se podia reconstruir com-
pletamente una matriz densidad p a partir de la medicion de los observables o, o, y 0,
y propuso una generalizacion a dimensiones finitas de conjuntos completos de observa-
bles unitarios complementarios. Como los operadores X,Y y Z son complementarios
dos a dos, la reconstrucciéon resultante produce una incerteza minima. En 1981, I. D.
Ivanovic [Ivo81] obtuvo un resultado general que serd de profunda influencia para el
presente trabajo. Considero el problema de determinar la matriz densidad de un estado
desconocido p perteneciente a un espacio de dimensiéon D utilizando la menor cantidad
de mediciones proyectivas. En su trabajo, estas mediciones corresponden a la diago-
nalizacion de observables no degenerados’ y prueba que es posible hacer tomografia
completa de la matriz densidad p a partir de D + 1 observables no degenerados. Esta
cantidad es 6ptima, ya que la descripcion de la matriz densidad p requiere D? — 1
pardametros independientes, y cada medicion completa proporciona D — 1 parametros
independientes. Ademads, se obtienen los mejores resultados tomograficos cuando no
hay duplicacién de informacion, esto es, si las bases correspondientes son mutuamente
no sesgadas, (observables complementarios).

= Criptografia: El protocolo BB84, busca acordar un cédigo secreto entre dos partici-
pantes. El primer participante prepara qubits en autoestados de polarizacion de X o
Y y los envia al segundo confiando en que por més que sean interceptados, nadie més
sabe en que eje estan polarizados, haciendo imposible medirlos sin arriesgar destruir la
informacion que portan. Por otra parte, el receptor puede a posteriori recibir publica-
mente la base de preparacion que debe utilizar para medir. Este debe ademés, elegir al
azar algunos de los qubits y medirlos publicamente para controlar que concuerden con
los enviados. Esto le permite asegurarse con alta probabilidad que los qubits no estén
siendo medidos por terceros antes de su recepcion.

No obstante, en situaciones realistas con un ambiente, los qubits sufren ruido en el canal
y los efectos de un observador no deseado pueden quedar camuflados en este ruido. Para
un qubit, los observables X, Y y Z que diagonalizan a bases mutuamente no sesgadas
son también complementarios. Esto permite disenar un protocolo similar pero con
mejor resistencia frente a ruido llamado "protocolo de seis estados". En general, los
protocolos de criptografia cuéntica permiten optimizar la resistencia frente al ruido y
ataques cuando utilizan conjuntos maximales de bases mutuamente no sesgadas.

9Un observable se dice degenerado si admite ser diagonalizado por distintas bases ortonormales. Entonces,
un observable sera no degenerado si y solo si, todos sus autovalores tiene multiplicidad uno.
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5.4. MUBs y bases maximales de unitarios conmutativos

En esta subseccion, mostramos la conexién existente entre las bases mutuamente no ses-
gadas y conjuntos de bases ortogonales maximamente conmutativas de operadores unitarios.
Esta relacion, nos permitird, dar una construccién explicita y eficiente de un conjunto de
bases mutuamente no sesgadas (Sec. 6). Los resultados princiales de esta subseccion fueron
presentados por primera vez por Somshubhro Bandyopadhyay et. al. [BBRV02]. Por bre-
vedad, diferimos las demostraciones correspondientes al apéndice B.1 sugiriendo al lector
interesado una lectura en paralelo.

Lemma 5.6. Existen como maximo D operadores conmutativos ortogonales no nulos.

Definiciéon 5.7. SeaM = {Ey = 1, ..., Ep2_1} un conjunto de D? matrices unitarias ortogo-
nales. Diremos que M es una base maximal de unitarios conmutativos si puede particionarse
Como:

M={1}USU...USp

Donde los §; son conjuntos disjuntos, cada uno compuesto por de D — 1 matrices que con-
mutan entre si.

El origen del nombre proviene de que por el lema anterior {1} U 8; forma un conjunto
maximal de D matrices conmutativas.

Teorema 5.8. Si M = {1}U8yU...U8p es un conjunto maximal de unitarios conmutativos
ortogonales, entonces las D+1 bases ortogonales By, . .. Bp que diagonalizan respectivamente
a los conjuntos de matrices S, ..., 8p, forman un conjunto de D + 1 bases mutuamente no
sesgadas.

Por una demostracion, referirse al apéndice B.1, donde se adapta la demostracion original
del articulo de Bandyopadhyay et. al.[ BBRV02]. En dicho articulo, también se prueba la
condicién reciproca que se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 5.9. Sean By, ..., B,, un conjunto de m bases mutuamente no sesgadas del espacio
de Hilbert de dimension D. Entonces existen m conjuntos disjuntos de matrices unitarias
81, .., 8m, tales que todas las matrices en {I}US; U...US,, son ortogonales de a pares. Y
para cada j, las D matrices en {I} U S; conmutan.

Notar que de aqui tambien se puede obtener como corolario que existen a lo sumo D + 1
bases mutuamente no sesgadas en dimension D. Estos teoremas constituyen un resultado
importante, pues reducen la busqueda de bases mutuamente no sesgadas a la busqueda de
conjuntos maximales de unitarios conmutativos ortogonales. En particular, en la siguiente
seccion, combinaremos este resultado con el formalismo de estabilizadores para lograr una
novedosa construccion eficiente de bases mutuamente no sesgadas.
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6. Bases mutuamente no sesgadas eficientes

Si llamamos |1 ) al k-ésimo elemento de la J-ésima base de un conjunto de bases mutua-
mente no sesgadas, tenemos que, por la misma definicion de MUBs 5.4 pueden relacionarse
por:

1 &
NG Z exp (10,7 kpr) [V 1) (46)
k'=1
Las fases 6 proveen una manera frontal de describir las bases mutuamente no sesgadas.
El problema surge del enorme ntimero de parametros necesario para describir un conjunto
maximal de MUBs. Hay D + 1 bases mutuamente no sesgadas, cada una definida por D
vectores que a la vez requieren de D coordenadas para ubicarlos en el espacio de Hilbert.
Si tomamos la primer base como la base canénica, todavia precisamos D? parametros reales
para la descripcion de un conjunto maximal de MUBs. Si D = p”, el numero de parametros
resulta exponencial en N. El panorama no muestra mucha esperanza para la existencia de
una descripcion eficiente de algin conjunto maximal de MUBs. Dedicaremos este capitulo
a eliminar estas tres exponencialidades y mostrar que existe una descripcion eficiente para
conjuntos maximales de bases mutuamente no sesgadas.

[Vsk) =

6.1. Operadores de Heisenberg-Weyl generalizados

Los operadores de Heisenberg-Weyl son una de las posible extensiones de los operadores
de Pauli, a dimensiones D # 2. Es decir que los operadores actuan sobre un espacio de
Hilbert de dimensiéon D. Se trata del grupo de operadores generado por:

X:|j) = |j+1 mod D) Z:|j) — & 5)

Donde w = €*™/P_ Es decir que el grupo de Heisenberg-Weyl se refiere al conjunto de operado-
res que puede obtenerse mediante multiplicancion sucesiva de generadores. Consideraremos
equivalentes operadores que sean iguales a menos de una fase global, ya que tendran la mis-
ma accion por conjugacion. Los operadores resultantes son unitarios y ortogonales pero no
hermiticos (solo en el caso D = 2 se recuperan los operadores hermiticos de Pauli).

Un caso particularmente interesante, es cuando D = p es un nimero primo. En tal caso,
todos los operadores O del grupo exeptuando la identidad tienen orden p'°.

En este trabajo, utilizamos el nombre “Grupo de Heisenberg-Weyl Generalizado” pa-
ra referirnos al grupo compuesto de productos tensoriales de N operadores del grupo de
Heisenberg-Weyl de tamanio p (con p primo). Asi, estos operadores pueden identificarse co-
mo actuando sobre N subsistemas, cada uno con un espacio de Hilbert de dimension p. Se
construye asi un conjunto de p*¥ operadores ortogonales y unitarios, los cuales son todos
de orden p exceptuando la identidad. Estos operadores forman un conjunto maximamente
conmutativo de unitarios ortogonales.

10Un operador O tiene orden p € N si p es el menor natural tal que OP = 1.
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6.2. Formalismo de estabilizadores

El primer paso consiste en describir a los estados [1,x) de las MUBs mediante el for-
malismo de estabilizadores. La teoria de estabilizadores fue disenada por Daniel Gottesman
durante su tesis doctoral en 1997 [Got97| como herramienta para describir codigos correcto-
res de errores y computacion cuantica resistente a fallas. Desde entonces, se ha convertido
en una herramienta casi omnipresente en el campo de informaciéon cuantica. Se utilizara en
lo que sigue para la descripcion de bases mutuamente no sesgadas.

Al trabajar con el formalismo de estabilizadores, se deja de describir al estado mediante
un vector en el espacio de Hilbert. En su lugar, se enumeran los operadores que lo tienen
como autovector y los autovalores correspondientes. Motivados por el teorema 5.8, considera-
remos solo los D? operadores del grupo de Heisenberg-Weyl generalizado. Eligiendo las fases
globales apropiadamente, los autovalores correspondientes solo pueden tomar los valores w™
donde w = 5 y m € {0,...,p — 1}. En particular, solo consideraremos vectores que sean
autoestados para subconjuntos maximales de D operadores conmutativos. Estos conjuntos
de D operadores conmutativos pueden diagonalizarse simultaneamente definiendo asi bases
ortonormales de D estados. Cada subconjunto de D operadores conmutativos forma un sub-
grupo a menos de fases y cada subgrupo posee N generadores {Jy,...,Jy_1} de orden p.
Cualquier elemento del grupo estabilizador puede ser escrito, a menos de una fase como un
producto de potencias de estos generadores:

Ejq=J¢ x Jr .. x 3V (47)
Donde q = (qo,q1,---,qn—1) €s un vector compuesto de N componentes pertenecientes a

Z,. También se pueden enumerar los vectores que diagonalizan de modo que J,, [¢jx) =
w¥i |171). Con esta definicion, podemos describir la aplicacion de un operador E; 4 del sub-
grupo J sobre el vector |¢;x) de la base estabilizada B, como:

Ejq|sx) = w0 [¢x) (48)

Donde en el producto interno (-) se toman todas las operaciones en el cuerpo Z,. Usando esta
notacion, la descripcion de una base ortonormal B requiere enumerar N generadores de un
subgrupo de Heisenberg-Weyl generalizado en lugar de describir D vectores en un espacio
de Hilbert de dimension D.

Cada operador de Heisenberg-Weyl generalizado puede recibir una representaciéon com-
pacta mediante dos vectores, cada uno con N componentes en 7Z,.

iTp-q iTPm4qm

T(p,q) = XPZ% » = ®Z;(1)X£{"ZZ;"6 P (49)

Donde p y q son vectores en Z;V . Se denomina a esta descripciéon de los operadores del grupo
como forma canoénica de un operador. Cada vez que consideramos un operador F,, del grupo,
podemos pensar que el indice m se descompone en dos vectores, cada uno de N componentes
en 7Z,.
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Con esta notacion, la descripcion de una base ortonormal estabilizada requiere de 2N x N
nameros en Z,.

Ejémplo 6.1. Si estamos considerando un sistema de 8 qubits, estos son algunos operadores
representados por la notacion T'(-, -):

I9I®I®I®lelolel = T(00000000,00000000)
X@XeIlIeolol®Zel = T(11000000,00000010)
IOXRYRZX®X®X®Y = T(01101111,00110001)

Las propiedades de conmutacion de los operadores del grupo generalizado de Heisenberg-
Weyl estan dadas por:

2w

T(pla (h)T(pm Q2) = 67(p2'q17p1'q2)T(P2a q2)T(p1, (h) (50)

Lemma 6.2. En particular, la condicién de conmutacion entre dos operadores T'(p1,q1) ¥
T(p2,q2) esta dada por:

P2 -q1 = P1-qQ2

Vemos que en términos de las representaciones candnicas de los operadores T(p1,q1) ¥y
T(p2,qz2), €l coeficiente de conmutacion solo depende del producto simpléctico p2-q1 —p1-qa-

Ejémplo 6.3. La base de Bell (presentada en la seccion 3.4.1) es un ejemplo de base esta-
bilizada por operadores de Pauli generalizados. Los operadores de Pauli generalizados X X
y ZZ conmutan. En efecto, el primero puede ser escrito como 7'(11,00) y el segundo como
T(00,11). Como son independientes, son los generadores de un subgrupo conmutativo de
cuatro elementos.

{Egenoo = I1, Egenio = XX, Egenor = ZZ, Egen1 = =YY}

Notemos que el operador Egey 11 muestra una diferencia de signo con respecto a 7'(11,11) =
YY. Es decir que por més que los operadore 7'(11,00) y 7°(00, 11) conmuten, esto no significa
que su producto sea T'(11,11) ya que puede surgir una diferencia de una fase. La base de
estados |¢) estabilizados por estos operadores es precisamente la base de Bell, y puede
enumerarse segin sus autovalores respecto a XX y a ZZ como:

XX [¢) = [¢) XX ) = —¢)

ZZ1g) = 1) | [¥sanon) = Z5(100) + [11)) | [¥peron) = 25(|00) —[11)) | (51)

ZZ ) = =) | [¥penio) = 75(101) +[10)) | [¥menii) = 5(01) — [10))
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Podemos comprobar como una vez que se enumeran los operadores del estabilizador y vecto-
res de la base estabilizada de esta manera vale la ecuacion (48) que describe los autovalores
correspondientes.

1 1
—YYEUOU —[10)) = Epeni1 [YBen,11) = (—1)11'llﬁ(|01> — [10))

La ecuacion (Ec. 48), describe como actiia un operador del conjunto estabilizador sobre
un vector de la base. El siguiente lema, nos permitira estudiar el efecto de un operador de
Heisenberg-Weyl arbitrario sobre un vector definido a partir del formalismo de estabilizado-
res.

Lemma 6.4. Silos operadores F y Es tienen una relacion de conmutacion /anticonmutacion
definida E1Ey = cE>E; y [1)) es un autovector del operador E; con autovalor A (i.e. Ey ) =
A1), entonces Fs |¢) también es autovector de Ej, con autovalor cA.

Demostracion: Aplicando la condicién de conmutacion sobre el vector |¢)) obtenemos:

BBy [{0) = cEy By ) = cEa) [th) = cA(Ea [1)))

Q.E.D.

Esto significa que un operadores con relaciones de anticonmutacion bien definidas, respec-
to de todos los operadores de un estabilizador envia vectores de la base estabilizada a vectores
de la base estabilizada. En el caso de un operador F,, en el grupo de Heisenberg-Weyl y una
base arbitraria estabilizada por D operadores del grupo, tenemos.

Em ’wj7k> € BJ (52)

Definicién 6.5. Definimos el vector de conmutacion ¢ de un operador de Heisenberg-Weyl
E con respecto a una base estabilizada B ;, como un vector ¢ = (cg,...,cny_1) de N compo-
nentes en Z, donde cada c,, esta definido tal que:

2mwicm

Il =¢e 7 EJp,

Notar que este vector no depende de las fases con la que se defina E y los generadores del
grupo estabilizador de B .

Utilizando la definicion de los estados |1;x) (Ec. 48) y el lema 6.4, podemos describir la
accion sobre los vectores [;x) € By de un unitario E. Si c es el vector de conmutacion de
E respecto a la base B; la accion puede describirse por:

Eldx) = [Yixte) (53)

Donde = indica igualdad modulo una fase.
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6.3. Cuerpos finitos y polinomio primitivo

La teoria de Galois indica que existe un cuerpo finito con exactamente D elementos si y
solo si D es una potencia de un niimero primo p. Esto nos provee de una de las construcciones
posibles para los estabilizadores de las bases mutuamente no sesgadas. Fxiste un tinico cuerpo
finito con D = p" elementos a menos de isomorfismos y se lo denomina F,~. Cuando D = p
es un numero primo, las operaciones de suma y producto del cuerpo son las operaciones
usuales de la aritmética modulo p con lo cual Z, = I,..

Para dar una definicién explicita del cuerpo F p, primero debemos encontrar un polinomio
monico e irreducible'’ P(z) de grado N, con coeficientes en Z, y que no divida a ningtin
polinomio de la forma 1 + 2™ con 0 < m < D — 1. El polinomio P(z) toma el nombre
de polinomio primitivo de F'p. Para muchos casos, estos polinomios pueden encontrarse
tabulados, pero también existen algoritmos eficientes O(N?) para encontrarlos [DPGM92].
Luego, se considera una raiz w de P(x) en [Fp a la que llamaremos elemento generador. No
se precisa encontrar explicitamente esta raiz, pero en términos de ella, los elementos de Fp
son precisamente el 0 y todas las potencias de w (i.e. {0, 1, w,w?, ..., wP~2}). Esto se debe a
que WP~ =1y que w™ # w™ para 0 < m; < my < D. Otra alternativa para escribir a los
elementos de I'p es en un espacio vectorial de N componentes sobre Z,. Esto corresponde a
describir a cada elemento x del grupo en una base canonica.

N-1
X = Z z 0’ (54)
=0

En esta representacion, identificamos los vectores candnicos.
e=1=uw" , ... , ey_q1=w"1 (55)

De aqui, obtenemos que la operacion de suma de los elementos del cuerpo [F'p esta dada por
la suma de los vectores x componente a componente en 7Z,. Para la operaciéon de producto,
se toman las componentes de x como coeficientes de un polinomio y se utiliza el producto
usual de polinomios en w con coeficientes en Z,. Como resultado de tomar productos, pueden
surgir polinomios con potencias de w con grado mayor o igual que N. Estos deben reducirse
a polinomios de grado menor que N restando un multiplo conveniente de P(w) (que se
anula por definicion). Asi como el cuerpo Z, es el cuerpo finito que toma las operaciones
de Z modulo p, el cuerpo finito IF)n, puede definirse tomando la suma y multiplicacion de
polinomios con coeficientes en Z, y tomando los resultados moédulo P(x).

Ejémplo 6.6. El primer paso para construir el cuerpo finito Fy = 2, consiste en encontrar
un polinomio monico irreducible de grado 2 con coeficientes en Zs. En este caso, el tnico

1Se dice que un polinomio P(z) es irreducible si no admite ninguna factorizacion no trivial en polinomios
con coeficientes en Z,. Es decir que 1 y P(x) son sus unicos divisores a menos de una constante multiplicativa
en Zy.
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polinomio posible es: P(x) = 1+ + x2. Utilizando este polinomio, los elementos del cuerpo
pueden enumerarse como:

s (

W0 =1

s wl=w

n w=14w

- w3+r —

La tabla de adicion de las potencias de w puede darse como:

+|0 W W oW?
00 w w w?
WOl 0 w? oWl
whw! w2 0 W°
Wwlw? owt W0

Ejémplo 6.7. Para construir el cuerpo finito Fg, un polinomio primitivo posible es: P(x) =
1 + 22 + 23. Las potencias de w, pueden entonces reducirse como:

e (0=0 .w(]:l .wlzw
o w2 =w? e =14w o Wt =w+w?
e’ =wt+w+1 o Wl =w?2+4+1 o W ="

6.4. Matriz companera

Si escribimos a los elementos de IFp como vectores columna de N componentes en Zy,
existe una matriz M de N XV, con elementos en Z, cuya accion sobre los vectores corresponde
a la multiplicaciéon por w en Fp. En efecto, esta matriz se denomina matriz companera del
polinomio primitivo. Esta matriz, junto con la suma y multiplicaciéon de matrices de N x N
con coeficientes en Z, genera el cuerpo finito IF,,v como subconjuntos de las mismas. Veamos
que su accién sobre vectores determina univocamente la forma que M debe tener. Para
0 <j < N—1, tenemos que Me; = €41 puesto que ww’ = W/t puede expresarse como
versor directamente. Esto corresponde a una diagonal de unos justo abajo de la diagonal
principal y ceros en las demas posiciones de las primeras N — 1 columnas. En el caso de
Men_1, tenemos que el vector resultante debe representar a w’, que no tiene un versor
correspondiente. Tomamos pues el resto de z™¥ en la division por P(z) para obtener la
representacion correspondiente a w?. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que el
polinomio primitivo puede expresarse como P(z) = ag + a1x + az® + ... +ay_2V 1+ 2V,
Donde los coeficientes ay, ..., ay_1 pertenecen a Z,. Por definicion de w como raiz de P(x),
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tenemos que P(w) = 0. Por lo tanto, podemos reducir w?¥ = w" — P(w) que puede darse

explicitamente —ag — ajw — asw? — ... — ay_;w”™” "', Entonces la m-ésima componente de la
ultima columna contiene el coeficiente —a,,,. En particular, el polinomio caracteristico de la
matriz M, es precisamente det (x/ — M) = P(x). Por el teorema de Hamilton-Cayley, esto
significa que P(M) = 0, por lo que M es un generador del cuerpo finito en representacion
matricial. Es decir, que M tiene todas las propiedades antes atribuidas a w. En particular,
tenemos que las potencias de M no se repiten hasta MP~1 = I.

Ejémplo 6.8. La matriz companera para el polinomio primitivo P(z) = 1 + x + 22 del

cuerpo [Fy es:
0 1
11

Ejémplo 6.9. La matriz compaiera del polinomio primitivo P(z) = 1+ x + 23 del cuerpo
finito Fg esta dada por:

o = O
= O O

1
1
0

6.5. Aplicacion a MUBs estabilizadas

El resultado principal de esta subseccion es una manera de separar a todos los operadores
de Heisenberg-Weyl en D + 1 subgrupos conmutativos cuyo dnico elemento compartido es la
identidad. En particular, no sera necesario contar con una definiciéon especial para cada uno
de los grupos estabilizadores permitiendo una definicion polinomial de los mismos.

Como MPe, es el representante de w* como vector, tenemos que si x no es el vector nulo,
{M*x : 0 < k < D} es el conjunto de todos los vectores no nulos en Zé\’. Por simetria, la
matriz transpuesta M7 tiene la misma propiedad con la aplicaciéon a derecha.

Teorema 6.10. Sean Gz y Gy con J € Z]])V dados por:

Gz = {T(0,M1):0<q< D} (56)
Gy = {T(M"1,(M")*J):0<q< D} (57)

Los subconjuntos de operadores GGz y Gy particionan a los operadores de Heisenberg-Weyl
distintos de la identidad en D 4 1 conjuntos de D — 1 operadores conmutativos.

Demostracion: Trivialmente los operadores de Gz son todos distintos y conmutan entre
si. Para ver que los operadores de Gy también conmutan, utilizamos la condicién de con-
mutacion (Lema 6.2). Vemos que la condicion necesaria y suficiente para la conmutacion de

T(M1, (MT)"J) y T(M*1, (MT)kJ) se satisface trivialmente:
JTMEML = JTMIMFL
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Ademas, como M91 recorre todos los vectores no nulos, los elementos de Gy son distintos.
Trivialmente, Gz es disjunto con los deméas Gy. Supongamos que Gy y Gk comparten un
elemento. En efecto, para que compartan un elemento, precisamos que los dos argumentos
de T'(,) coincidan. Para que coincida la primer componente necesitamos que los elementos
sean descriptos por el mismo ¢. Esto nos lleva a que la tnica posibilidad de solapamiento es:

(MT)qJ — (MT)qK

Pero como la matriz M y por lo tanto M7T es no singular, podemos multiplicar a izquierda
por la inversa obteniendo J = K. Q.E.D.

A partir de este momento, los indices de base seran o bien un vector J € Zév o bien la
letra Z.

Corolario 6.11. Las bases estabilizadas por los grupos estabilizadores Gz y Gy con J € Zév
forman un conjunto maximal de D + 1 bases mutuamente no sesgadas.

Podemos elegir los generadores de los D + 1 estabilizadores como:

Zpm = T(O,M™):0<m< N (58)
Jo = T(M™L,(MT)"J):0<m<N (59)

Con esta definicion, Ez, = T(0,q) vy E5q = T(q, E7Nn;é Gm (MT)mJ) donde ¢, es la m-
ésima componente de q y la suma y producto de vectores se realiza en Z,. El operador 1
podré representarse como L'z ¢ y tendra otras D representaciones como Ej . Es interesante
observar, que la relacién de conmutacion con la base canédnica es ahora muy simple.

2mwip-q

EZ,pEJ,q:e p EJ’qEZJ) (60)

Esto significa que el vector de conmutacién del operador Ej 4 con respecto a la base compu-
tacional B es precisamente q.

Ejémplo 6.12. En el caso de dos qubit tenemos dos generadores por base que definen com-
pletamente el subgrupo estabilizador. Usaremos la matriz M del ejemplo 6.8 para encontrar
los generadores de las 5 bases mutuamente no sesgadas. La base X siempre estard entre
las bases estabilizadas correspondiendo esta a J = 0. En este caso, tenemos que M = M7,
condicién necesaria y suficientepara que la base Y esté entre las estabilizadas, correspon-
diendo esta siempre al vector 1. Para la base correspondiente a J = 10 tenemos que los
estabilizadores seran:

T (10,(M")°01) =X @ Zy T (01,(M")'01) =Z®@Y
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La base estabilizada por estos operadores toma el nombre de base de Belle.

Nombre | J EJJO EJ701
Base Z Z1 172
Base X |00 | X ®1I I®X
BaseY 10| Y ®I I®Y
Belle 01| X®Z ZQY
Beau 1MY®Z ZX

También se muestra graficamente, como los subgrupos generados forman una particiéon de
los operadores de Pauli de 2 qubits en la figura 2.

Figura 2: Grupos estabilizadores para 5 bases de 2 qubits.

6.6. Construccién del estado [i;x)

En esta subseccién presentaremos la secuencia de pasos necesaria para construir un esta-
do arbitrario |13) del conjunto de bases mutuamente no sesgadas propuesto y analizamos
la complejidad algoritmica de cada paso. Supondremos que estamos trabajando con N sub-
sistemas y que ya disponemos del polinomio primitivo P(z). Este polinomio solo precisa
calcularse una vez, en el momento que se decide trabajar con sistemas de dimensiéon p.
El primer paso es preparar el estado |¢z0) 0 un estado arbitrario pero conocido de la base
computacional. Luego se construye el estado |1z ) aplicando X*. Finalmente, es necesario
aplicar un cambio de base de la base Z o computacional a la base J.

Serd necesario, para poder obtener un circuito de cambio de base, conocer los generado-
res del estabilizador que definen la base J. Es decir, es necesario calcular los siguientes N
operadores.

Jp=TM™, (M")"J):0<m< N
La multiplicacion de M o M7 por un vector, puede lograrse en O(N) operaciones. A partir
de esto, los estabilizadores pueden calcularse sucesivamente requiriendo un total de O(N?)
operaciones elementales para calcularlos a todos.
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En su tesis de licenciatura, Ariel Bendersky [Ben06] muestra como es posible construir
circuitos de cambio de base estabilizadas de N qubits. Dados los N generadores de los res-
pectivos subgrupo estabilizadores, presenta un algoritmo clasico de complejidad O(N?) que
permite construir un circuito cuéntico de cambio de base. El circuito cuéntico asi obtenido
esta compuesto de O(N?) rotaciones de un qubit y compuertas C-Not. Este es el circuito
que debe ser aplicado sobre el estado [1)zx) para obtener el estado |1y ).
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7. Tomografia diagonal de procesos cuanticos

Hasta ahora, el esquema tomografico que hemos presentado, consiste en medir supervi-
vencia de un estado para poder realizar la caracterizacion de los elementos de matriz de y.
Sin embargo, cada vez que preparamos un estado |¢)) y medimos su probabilidad de supervi-
vencia desperdiciamos toda la informacion que permanece en el subespacio correspondiente a
|¢>L cuando la medicion de supervivencia resulta negativa. En principio, es posible distinguir
entre p"¥ resultados finales mediante el uso de N mediciones p-arias. En el caso de qubits, 2V
resultados a partir de N mediciones binarias. Hasta el momento, solo estamos extrayendo
informacion de uno de estos 2V resultados finales, y desperdiciando la informacién extraible
de distinguir entre los 2" — 1 resultados restantes.

En esta seccion, presentaremos un método que permite aprovechar de manera 6ptima toda
la informacién contenida en los estados finales en el caso que se utilicen para la tomografia
las bases no sesgadas estabilizadas por la base de operadores de la representacion xy. Como
primer paso, estudiaremos que operadores F,, aportan a la probabilidad de cada uno de
los estados finales. A partir del resultado obtenido, mostraremos como se puede estimar
uno o todos los coeficientes diagonales de x a partir de preparacion y medicion de estados
de las MUBs asociadas. Por tltimo, mostraremos como una buena representaciéon de los
datos experimentales puede responder de manera eficiente preguntas interesantes sobre los
coeficientes diagonales X.m.

7.1. Dando significado a otros estados finales

Se puede estimar el coeficiente x,,,, de € a partir de la fidelidad del siguiente circuito.

Ry ey Y

Donde |¢)) se toma aleatoriamente de un 2-diseno X.

Si bien se ha permutado la aplicacion de € y la de Ef (-)E,,, con respecto a los ciruitos
propuestos en la seccién 4, este reordenamiento resulta equivalente en lo que respecta a
mediciones de fidelidad media. Es posible asimilar el unitario E], a la medicion y eliminarlo
del bloque central del circuito.

Esta nueva representacion permite cambiar levemente levemente nuestra vision acerca del
circuito. Este circuito mide pues que tan “parecidos” son los resultados de aplicar € a P, con
respecto a aplicar E,,, por conjugacion a Py. Si se promedia sobre P, esto es precisamente
la fidelidad de compuerta F(€, E,,),'?> mas conocida como gate fidelity.

12Referirse al glosario por una definicién de fidelidad de compuerta.
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Ahora bien, si tomamos como base de operadores { £, } para la representacion x al grupo
de Heisenberg-Weyl, vy tomamos el conjunto de bases mutuamente no sesgadas asociado,
es posible obtener ciertas equivalencias. Recordando de la ecuacion 52, tenemos que los
operadores de Heisenberg-Weyl preservan bases.

Vm E,, |Ysx) € By

Luego, sin importar cual de las fidelidades de compuerta F(€, E,,) = F(&,,) se desea medir,
ni con que estado |¢yx) se empezd, hay un estado |¢;) de la base B tal que su mediciéon
a la salida es equivalente a medir [¢;x) en el circuito &,,.

k) (Y] B,

El indice k’ que debemos considerar, dependerd tanto de k, de J como de E,,. Si c es el
vector de conmutacion (Definicion 6.5) de E,, respecto a la base J, tendremos que k/ = k+c.

Ejémplo 7.1. Consideremos un sistema de un qubit y estudiemos la acciéon de X sobre los
elementos de las distintas bases. En la base computacional, tenemos:

XN0) 0[x =11 X5 {A[X =10) (0]

Es decir que X intercambia los autoestados del operador Z. Analogamente, X intercambia
los autoestados del operador Y. Por tltimo X actua como la identidad sobre sus propios
autoestados manteniendolos constantes. Utilizando la notacién de la seccion anterior, las
transiciones que aportan positivamente al medir la fidelidad con la que el canal € implementa
el operador X, son:

[Vx0) = [Uxo) [¥xa) = [Uxa)
[Yyvo) = |¥v1)  [¥va) = [¥vo)
[Wz0) = [Wz1)  [Wz1) — [¥z0)

Hay dos transiciones a contar por cada una de las bases, precisamente una por cada estado
inicial. La receta para estimar F'(€, X) ser& pues:

» Elegir al azar uno de los seis estados [¢;x), donde J € {X,Y,Z} y k € {0,1}).
= Aplicar el canal € sobre este estado inicial.
= Hacer una medicién completa en la misma base de la preparacion.

» Considerar el resultado como 1 si se observa la transiciéon esperada segin la tabla
correspondiente a X y como 0 en caso contrario.

s Promediar los resultados obtenidos.
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El hecho importante de este ejemplo, es que todo el proceso cuantico no depende de la
compuerta X. Solo los tltimos dos pasos muestran una dependencia respecto a este operador
y pueden realizarse cldsicamente en un momento posterior a la medicion.

Luego, concluimos que si realizamos una medicién completa en la base B ;, cada vez que
aplicamos el canal a uno de los estados de la base B, y luego seleccionamos clasicamente
la salida apropiada podemos estimar la fidelidad con la que € implementa cualquiera de los
operadores de Heisenberg-Weyl. Lo sorprendente de esto, es que cada medicion se realiza
en una base predeterminada (solo depende del estado inicial), y da informacion para la
estimacion de D? coeficientes diagonales de .

7.2. Medicién simultanea de todos los coeficientes Y.,

También podemos proponer un método para estimar simultaneamente todas las gate
fidelities de & respecto a los D? operadores de Heisenberg-Weyl. Primero, se inician D?
contadores C[m], uno para cada operador E,, del grupo de Heisenberg-Weyl. Se realizan M
mediciones con este protocolo:

1. Se elige al azar B; una base de las presentadas en el corolario 6.11 y se prepara con
distribucion uniforme un estado [¢,x) de la misma. La preparacion del estado sigue el
procedimiento indicado en la seccion 6.6.

2. Se deja actuar al superoperador € sobre el estado Pjy.

3. Se realiza una mediciéon completa en la base B; obteniendo como resultado |1 ).
Para realizar esta medicion, primero se realiza un cambio de base a la base compu-
tacional, operacion inversa a la utilizada para la preparacion de los estados de B ;. Alli
se realiza una medicion completa factorizada en mediciones locales en cada uno de los
N subsistemas obteniendo de cada una los respectivos componentes de k'.

4. Se incrementan en uno los contadores C[m] para todos los m tales que | (Y| B [¢x)| =
1. Esto implica incrementar un total de D contadores en cada medicion. Estos son los
operadores E,, con vector de conmutacion k/ — k respecto a la base B .

Ahora S es un estimador no sesgado de la fidelidad media F,, = F(€, E,,) con la que &
implementa F,,. La varianza de este estimador esta dada por % < z_zlw
inmediatamente que w es un estimador de X,., vy su desviacion estandar es me-
nor que: D?/%' Este método de estimacion, garantiza automaticamente que los elementos
diagonales de y sumen 1 en total.

Un aspecto no trivial de este protocolo tomografico, es como saber que C[m] deben
incrementarse al final de cada experimento. Supongamos que las base By es distinta de la base
computacional By. Tenemos que: E,, [¢Y5x) = |[¢5x), siy solo si el vector de conmutacion

Se desprende
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de E,, respecto a la base B; es k' — k. Puede verse a partir de la ecuacién 60 que el vector de
conmutacion de un operador E q con respecto a la base B es precisamente —q. Entonces,
uno de los operadores FE,, con la condiciéon de conmutaciéon requerida puede darse con la
representacion canonica F,,, = T'(0,k—k’). Para obtener los demas E,, con el mismo vector de
conmutacion respecto a B s, solo es necesario multiplicar este operador por los estabilizadores
de la base By. Los D? estabilizadores de la base B ; son por definicién, los inicos operadores
del grupo de Heisenberg-Weyl que tienen vector de conmutacion 0 respecto de esta base.
Como vimos en la seccion 6.6, las representaciones canoénicas T'(Pm, Qm) de los N generadores
Jn con 0 < m < N del este estabilizador de la base B; pueden obtenerse realizando O(N?)
operaciones clasicas. No obstante deben incrementarse los contadores correspondientes a
D operadores, con lo cual, por mas de que obtengamos cada uno en un tiempo O(N),
necesitaremos tiempo O(ND) para incrementar todos los indices C[m] que correspondan.
Mas aun, una representacion frontal de C[m] requiere D? unidades de memoria, una por
cada valor de m.

Si el experimento se llevd a cabo en la base computacional B, el procedimiento para
determinar los operadores resulta analogo. Parte de que el operador T'(k’ —k, 0) del estabili-
zador de la base X tiene el vector de conmutacion buscado. Luego, la representaciéon candnica
de todos los operadores con el vector de conmutacién buscado puede darse explicitamente
como T (k' — k,q), donde q es un vector arbitrario.

Tanto la inicializacion de los coeficientes C[m] a 0 como la obtenciéon de estimadores de los
Xmm @ partir de los C[m], requieren una cantidad de operaciones y espacio de almacenamiento
ambos proporcionales a D?. Esta es la complejidad méas alta presente en el algoritmo y resulta
inherente a la representacion de los coeficientes x,..,, que se busca obtener. El algoritmo no
podra pues bajar de complejidad mientras se use esta representacion.

7.3. Mejorar el procesamiento clasico de mediciones

En la subsecciéon anterior, vimos que a partir de un conjunto de M mediciones proyectivas
completas es posible extraer informacién acerca de los D? coeficientes diagonales Ynm. La
cantidad de mediciones que realizamos es M. La cantidad de bits de informacién que aporta
cada medicion es Nlog, (p). Por lo tanto, el resultado de las mediciones puede ser almace-
nado por completo utilizando O(M Nlog, (p)) bits. Por un lado, esto impone una aparente
contradiccion, pues indica que la mayoria de los estimadores Y., no se esta estimando ni
un bit de informacién. Por otra parte, nos indica que insistir en utilizar una representacion
directa para los coeficientes X, con un requerimiento de almacenamiento exponencial en
N resulta altamente ineficiente siempre que M Nlog, (p) < D?. Veamos pues, que es posible
almacenar los resultados de todas y cada una de las mediciones y realizar consultas sobre
los mismos de manera eficiente. La manera de almacenar estos resultados, es directamen-
te, mediante dos indices vectoriales. El indice Z o J, de la base B; que se utilizo para la
preparacion y medicion. Esto requiere un bit para indicar si se trata de la base Z o de una
base J y Nlog, (p) bits para determinar el vector J en caso que corresponda. También se
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precisa almacenar el resultado experimental mediante la diferencia entre los vectores k' y k
que indexan al estado medido y al preparado respectivamente. Se llamara e = k' — k, a la
diferencia entre los vectores k' y k. Puede representarse pues al experimento con la tupla
(J,e) que requiere de tan solo 2Nlog, (p) + 1 bits.

Sera esencial para continuar recordar que en el caso del conjunto de MUBs definido en
el corolario 6.11 disponemos de un algoritmo O(N?) para dar la representacion canénica de
los N generadores del grupo estabilizador de B ;.

7.3.1. Estimar un y,,.,

Estimar el peso de un y,,.,, particular a partir del conjunto de los M experimentos obteni-
dos puede lograrse eficientemente. Cada experimento se considera independientemente, y se
considera el niimero C[m] de experimentos que admiten E,, [ 1) (Vx| El, = [Yyx) (V7).
Un experimento (J,e) admite a E,, = T'(q, p) como causante, si y solo si, el vector de con-
mutacion de FE,, con los generadores del grupo estabilizador de B; es precisamente e. Si
puede darse la expresion canodnica para el i-ésimo generador del estabilizador de B; como
J; = T(qi, pi)- Esta condicion se reduce a comprobar e; = q-p; — p-q; para cada 0 <i < N.
Tanto la construccion de la representacion candnica de los NV generadores como la verificacion
de que el vector de conmutacion sea el esperado requieren de O(N?) operaciones. Entonces,
la complejidad para estimar a X, a partir de M experimentos cuanticos es de O(N2M)
operaciones clasicas.

7.3.2. Detectar y medir todos los x,., grandes

Una pregunta interesante que se puede buscar responder con el extracto experimental es:
¢ Cuales son los m correspondientes a 10S Xumm mds grandes?. Sorprendentemente, veremos
que si es posible dar una respuesta eficiente a esta pregunta siempre y cuando haya unos
pPocos Xmm con valores altos. Este es justamente el caso que puede remediarse con el uso de
codigos correctores de errores. Una situacion particular que se adapta a esta descripcion, se
da cuando la probabilidad correspondiente a cada error decrece exponencialmente con el peso
de Hamming del mismo. En el caso de sistemas de qubits con esta distribucion de errores,
los operadores de Pauli con peso de Hamming bajo, como la identidad, errores de un qubit,
errores de 2 qubits, etc. seran detectados y estimados. No obstante, la propuesta es general
y no requiere ningun ansatz acerca de los coeficientes grandes, permitiendo la posibilidad de
que nos sorprendan operadores FE,, con coeficientes Y, inesperadamente altos.

Una condicién necesaria pero no suficiente para que el estimador de un determinado x,m
se encuentre entre los més grandes es C[m] > 2. En efecto, ya con un experimento, hay
una cantidad exponencial de FE,, para los cuales C[m] > 1. Mientras que la cantidad de

operadores F,, tales que C[m] > 2 es polinomial en M | estando acotada por (]\2/[) 13 Veamos

13 Adoptamos a partir de aqui, la hipotesis de que en los M experimentos, no se repiten las bases J. Esta
hipétesis se satisface casi automéaticamente siempre que M? < D.
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que podemos determinar eficientemente los FE,, tales que C[m] > 2.

Primero, veamos que dos experimentos (J,e) y (J',€’) tales que J # J' admiten exac-
tamente un £, comin. Si los operadores J; : 0 < ¢ < N son los generadores del grupo
estabilizador de la base By y J/ : 0 < i < N son los generadores del grupo estabilizador de
la base B las condiciones sobre E,, son:

JlEm = - EmJZ

JiEm = wiBE,J' (61)

Donde aqui, w es la raiz de orden p de la unidad. Esto es equivalente a decir que e y €’ son
los vectores de conmutacion de E,, respecto a las bases B, y B’ respectivamente.

Como B; y B’; son bases mutuamente no sesgadas estabilizadas por operadores de
Heisenberg-Weyl, cualquier F,, puede escribirse, a menos de una fase como:

N-1 N-1
B2 [ 20 < [T 7% (62)
=0 =0

La forma canonica E,, = T(q,q’), representa un caso particular de esta definicion donde
B; = Bx = Boy By = Bz. Una vez obtenidos los vectores q y ' se puede obtener la
representacion canonica de F,, con tan solo O(N?) operaciones. El procedimiento para obte-
nerla consiste en realizar una sustituciéon directa de los valores de q, ' y las representaciones
canonicas de los generadores J; y J! en la ecuacion 62.

Veamos entonces como podemos obtener los vectores q v q' de (Ec. 62). Podemos a
partir de las representaciones canonicas de los generadores J; y J; obtener una matriz de
conmutacion C' con N x N componentes en 7Z,,.

JiJ/j = wCi*j J’jJ/L‘ (63)
O, de manera equivalente:
J/Z'Jj = wicj’iJjJ/i (64)

La matriz de conmutacion C' entre dos bases B; y By contiene a todos los vectores de
conmutacion de los generadores J; respecto de los generadores J7. Obtenerla, requiere calcular
N? productos simplécticos sumando un total de O(N?3) operaciones. Si ahora remplazamos
la definicion de E,, (Ec. 62) en (Ec. 61) utilizando que los estabilizadores de una misma base
conmutan y la matriz de conmutacién C, obtenemos:

. N—-1 /
Vie, = Y o Cijd;

. N (65)
Vie; = Zj:o —Cjig;
Alternativamente, esto puede expresarse en forma matricial como:
e = (O
e = _CTq (66)
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Como C' es una matriz de N x N, calcular su inversa C~! requiere de O(N?®) operaciones.
Notemos que aqui no es necesario ni posible utilizar los métodos usuales de inversion para
niumeros reales. Por un lado, en Z, no existe la nociéon de solucién aproximada. Por otra
parte, no hay riesgo de que la matriz sea mal condicionada. Es posible entonces obtener q y
q’ como:

q/ — C—le

q = _C—lTe/ (67)

con un costo total de O(N?) operaciones.

Si se consideran todos los pares de experimentos realizados en distintas bases, el pro-
cedimiento mostrado permitird obtener a lo sumo (A;) operadores E,, tales que C[m] > 2.
Obtener todos los m tales que C[m] > 2 requiere con nuestro método, O(M?N?), donde la
mayor complejidad reside en la obtencion e inversion de (]g ) matrices de conmutacion C'.

Como ya vimos, el célculo de cada C[m] requiere de O(M N?) operaciones. Como puede
haber a lo sumo (Aj) valores distintos de m tales que C[m] > 2, esto nos mantiene en un
total de O(M?® ® N?) operaciones para estimarlos a todos. Resumiendo, hay dos partes de
la estimaciéon que aportan de manera significativa a la complejidad.

1. Identificar los FE,, tales que haya al menos 2 experimentos cuyo resultado puede ser
atribuido al operador E,,,: Requiere O(M?N?) operaciones.

2. Calcular los C[m] correspondientes a estos E,,: Requiere O(M? x N?) operaciones.

La complejidad total de realizar estos dos pasos, puede expresarse de manera compacta como
O((M + N)3N?). Notar que esta complejidad no muestra una dependencia exponencial con
N ni con M.

Otra opcién posible es integrar el proceso de calculo de C[m] a la fase de identifica-
cion. Cada E,, sera identificado w veces, con lo cual es posible despejar de aqui el
valor de C[m]. Esto requiere el paso adicional de ordenar los FE,, identificados requiriendo

O(M?log (M)) operaciones adicionales.

Medir todos los Y,;m > €

Supongamos que queremos medir todos 10s ..., que sean mayores que € con un error de
medicién menor que §. Veamos cual es el nimero de mediciones M necesario si queremos
lograr esto con una probabilidad mayor o igual que P.

Si definimos F,, = D’%"—J;’fl, podemos recordar que % es un estimador no sesgado de
. 2F,,(1—F, . . .
F,, con varianza % Si definimos 0" = DLH(S, estimar a Y, CONn un error menor a ¢

resulta equivalente a estimar F}, con un error menor a ¢’. Necesitamos pues, que para todos
los F), estimados valga que:

- F,

‘C[m] _ 5 (68)

M
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Esto es equivalente a:

2
(c][\;] - Fm) <6 (69)

Ahora, el valor medio de la expresion de la izquierda es justamente la varianza % del
estimador de F,,,. Con lo cual, la expresion de la izquierda no puede ser mayor o igual que

2 - 2F,, (1-F,,
0’" con una probabilidad mayor a #. Entonces, tenemos que:

(D+1)Cm] — M 2F,(1— F,,)
P (‘ DM Xmm| >0 | < — 7 (70)

Donde er);# es el estimador de x,,.». La probabilidad de que alguno este mal estimado

esta acotado por la suma de las probabilidades de que cada uno este mal estimado.

2K, (1 —F,,
P(Algan X, fue estimado con error mayor que 9§.) < Z % (71)
MiXmm >€
—_ D 7"/'"L+1 .
Acotando 1 — F;,, <1y remplazando [}, = =%5=2= obtenemos:

2F,,(1—F,, 2(DXmm + 1
Z (2 ) < Z (Dx . ) (72)
, oM . (D+1)0"M

m:iXmm>€ m:iXmm >€
Considerando que los X, forman una distribuciéon de probabilidades, podemos acotar la
suma de cualquier subconjunto de los mismos por 1. Ademas, vale que puede haber como
maximo L%j coeficientes x,.m > €. Utilizando esto, podemos eliminar la suma sobre m y dar
la siguiente cota:

(73)

3 2(DXmm +1) _ 2(D+1)
(D+1)8”M ~— (D+1)0"”M

MiXmm >€

Podemos expresar ¢’ en términos de §. Obtenemos una condicion sobre M para que con
probabilidad P todos los estimadores de los x.,.,, = € se encuentren estimados con un error
menor que e.
2(D+1)(D+1)
D?6°M -
En términos de M, esto puede ser escrito como:
2(D+1)(D+1) 2(1+2)(1+3)

M2z = mea—pr) ~ #0-p) (%)

e (74)

Si consideramos el caso en el que D > 1 se puede dar una cota aproximada aun mas simple
€
para en ntmero M de experimentos necesarios.
2

M Z 20 —P) (76)
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Para que todos los coeficientes x,..,, > € sean detectados como coeficientes grandes en la
primer parte del algoritmo, debemos pedir ademés que para los C[m] correspondientes valga

C[m] > 2. O equivalentemente % > % Ahora, como ya vimos en (Ec. 68) podemos asumir
que:
C[ml] D(e—0)+1
>F, -0 >—"t 7
- - D+1 (77)
Alcanza pues con pedir que estemos en el caso en que:
De—-6)+1 _ 2
> = 78
D+1 - M (78)
O bien, suponiendo € > ¢ podemos despejar la siguiente condicion para M:
2D +2
M>—— 79
~ D(e—0)+1 (79)
Como ademés, tenemos € — 0 < 1, esta tltima condicion esta implicada por:
M2 (80)
Te—90

Fortaleciendo la hipotesis € > § a ¢ > § + 2, que sigue siendo muy razonable'*, tanto
la condicion (Ec. 75) como su version simplificada (Ec. 76) implican (Ec. 80), volviéndose
irrelevante requerir esta tltima.

7.3.3. Eficiencia relativo a ¢, 6, Py N

Si 0 < €, usar el mismo ntimero de mediciones M en la etapa de deteccion de coeficientes
grandes y la etapa de estimacion de los mismos produce dos ineficiencias importantes.

1. El costo computacional clasico de la etapa de deteccion resultard mas grande que el
necesario, ya que se esta considerando un M més grande que el necesario.

2. La etapa de deteccion detectard como grandes a muchos m para los cuales x,,, < €.
Esto provocard que en la etapa de estimacién se estimen mas coeficientes que los
necesarios aumentando el costo computacional clasico de esta etapa.

La propuesta para salvar este inconveniente es utilizar 6y = € — €2 para la etapa de
deteccion de los coeficientes grandes. Esta propuesta se hace para satisfacer € > dg + 03.
Entonces con My = O(e 2(1 — P')7!) experimentos, pueden detectarse todos los m tales
que Xmm > € con una probabilidad P’. Al haber separado légicamente las dos etapas, debe

HE] error con el que se busca estimar los coeficientes es por lo menos un poco més pequefio que los
coeficientes que se busca estimar.
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tomarse también P’ = VP & #. En este paso, se detectan (Ago) indices m que se etique-
tan como grandes. Son estos los coeficientes que deben estimarse utilizando el total de las
M = O(672(1 — P')~') mediciones. La complejidad computacional de la etapa de deteccion
es O(MZN?), mientras que la complejidad de la de estimacion es O(MZMN?). Podemos
finalmente dar la complejidad de las etapas de deteccion y estimacion en términos de la
precision que se espera alcanzar.

1. Deteccion de coeficientes grandes: O(e~*(1 — P')72N3)
2. Estimacion de coeficientes: O(e71672(1 — P')73N?)

Ademas, el posprocesamiento clasico necesario para estimar 10S Y., grandes, no tiene
una dependencia exponencial con ninguno de los parametros involucrados, incluido el nimero
de subsistemas. Esto permite estimar eficientemente los X, de tamano significativo.

7.4. Medicién simultanea de coeficientes no diagonales de

En las subsecciones anteriores, hemos mostrado como es posible estimar de manera efi-
ciente coeficientes diagonales de la matriz y. La idea fundamental que sostiene el método
que se presento es la utilizasion de un mismo conjunto de experimentos para la mediciéon de
cualquiera de 10s X.um-

En esta seccion, veremos que hay conjuntos de coeficientes no diagonales .., que de
manera anadloga pueden obtenerse utilizando un mismo conjunto de experimentos. Mas preci-
samente, para cada Ej fijo, se podran estimar simultaneamente 10s X,,,, tales que El E,, = E).
Donde aqui = indica que puede haber una diferencia de fases. El caso de los coeficientes dia-
gonales X, pasarad a ser un caso particular correspondiente a F; = 1, que por algunas
simplificaciones resulta mas simple de entender y presentar. Una de las razones por la cual
debemos tener mas cuidado con los coeficientes no diagonales es porque comienza a tener
importancia la fase con la que se definieron los operadores E,,. Dado un superoperador &,
sus coeficientes diagonales Y., se mantendran invariantes si en la base de la representacion
Y se cambia el operador E,, por uno con una fase diferente como e E,,. En los coeficientes
no diagonales, este cambio en el operador E,, introducird un factor de fase de e~ en los
coeficientes Yo, v uno de e en los coeficientes Xym.

Si definimos a partir de & un canal modificado &€, mediante el siguiente diagrama.

10) —[H}—+———Aua
W>Prm E] Prm

Gracias al qubit auxiliar que introduce la modificacion, los estados resultantes de aplicar
este canal pertenecen a un espacio de Hilbert con el doble de dimension respecto al espacio
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de entrada. Imitando el desarrollo presentado en la seccidén 4 estudiamos la polarizacion
horizontal (ejes X e Y') del qubit auxiliar (cable superior del circuito), condicionada a la
transicion de un estado tomado al azar, |¢) al estado final E,, |[¢)). Para empezar, tenemos
que:
ap) =Y Xm.n { 10) (O] B PyEY, + 0) (1] By Py B ES,+ }
Y 2 | (1) (0| B B/ PyE}, + (1) (1] Ene B[ PyELE],

m/’,n’

Ahora, sobre el resultado final, trazamos sobre el sistema principal solo la parte que corres-

ponda al resultado E, P,E]."> Obtenemos asi la matriz densidad correspondiente al qubit
auxiliar.

10) (0] tr Em,P¢E:L/EnPijL> n
e = 3 X 10) (1] tr Em/P¢E,El,EnP¢EIL)+
=2 D)ot Em/ElTPwEfL,EnP¢EJL>+
)

1) (1]tr (B E] P, BB}, E, P, E}

Si promediamos sobre todos los estados |¢) del dos disefio, podemos utilizar la ecuacion 34
y obtener:

10)
)

01 (tr (EwEL EaBL) +tr (ELE,) tr (ELEw) ) +

1 (tr Em,ElEL,EnE;)JFtr (EZEJL,EH) tr (ELE,)) +

| (tr (Bw B EL BB+t (BLE) v (ELEWB]) ) +
1| (tr (Ew E{ BELELE]) +tr (BELE, ) tr (ELEwE]))

B Xmon 0
ZEDY 2D(D + 1)

m’,n’

o

{
{
{
{

i
L ‘1> -

Utilizando la unitariedad y ortogonalidad de los operadores en cuestion, podemos simplificar
la expresién anterior en:

> < ’ (D(Sm’,n’ + D25n’,n5n,M’) +
) ) (1] (tr (B BEL ) +tr (BB EL) Doy ) +
Pauz = Z 2D(D+1) | |1)(0] (tr EmElTEjl) + Dby ptr EiLEmElT)) +
) (1] (tr Em,EjL,> ttr (EZE:L,En tr (E;Em,El*))

Existe un tnico F,, perteneciente a la base de operadores unitaros ortogonales tal que F,, =
0..E,E;, donde 0,, es una fase que debemos averiguar. Inmediatamente tenemos también que

15Recordemos que si [¢) pertenecia a una de las bases mutuamente no sesgadas estabilizadas, E [1))
también pertenece a la misma base. Dadas las representaciones canénicas de F; y del estado estabilizado
[1), la ecuacion 53 define la representacion canénica de Ej [¢).
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El =65, ElEf. En términos de E,, y 6,,, podemos escribir:

10) (1] (tr /ElEn/> + D29m5m,n’5n7m/> +
D — Z Xm,n ;
“e = 249D(D+ 1) | [1) (0] (tr (B E] Ejl,) + DQG;nén,,n(Sm,’m) n
)

|1 1| tr /Ejz’> + D25n’,m5m’7m>

Finalmente, usando la propiedad de las ¢ en la suma y la hipdtesis de que el canal € preserva
trazas, tenemos:

D+ D*xpn) +

Dépn + D6 xtnm) +
Déyn + D0 xmm) +
D+ DQvam)

N N TN N

O bien, simplificando un factor D y reescribiendo pg,, como matriz, tenemos:

Poue = 9D + 1) \ DXl + 0mn DXonm + 1

Notamos que la ecuaciéon obtenida es complétamente analoga a la ecucacion 39. Con lo cual,
medicion de la polarizacién en los ejes X e Y permitird obtener la parte real y la parte
imaginaria de X, m0n. El tnico efecto de 6, es rotar los ejes que se utilizan para medir x,, .

Finalmente, solo nos resta conocer 0, para poder despejar X, a partir de Xy 0.
Podemos suponer que disponemos de las representaciones canoénicas de E; y FE,. Entonces
tenemos:

T(pl, ql) — XP]ane%rpl'(h

E, = T(pn,qn) = XPnZ0ne5Prdn
Em - emEnEl = T(pn + P1,dn + ql)

S|
|

De aqui, podemos despejar:
0, =e o (Pn-a1—P1dn) (82)

En particular, si £, v F,, conmutan, 6,, = +1.

70



8. Conclusiones

8.1. Resumen de resultados

En primera instancia, este trabajo ha dado una presentacion general al problema de tomo-
grafia de procesos cuanticos. Se han repasado distintos métodos de tomografia de procesos,
motivando la adopcion de algunas ideas y resaltando los aspectos en los que aun cabe lugar
para mejoras.

La primer mejora presentada consiste en permitir la determinacion de cualquier coeficien-
te xmn de la matriz x que representa a un proceso € de manera selectiva y eficiente. Nuestra
propuesta reduce el problema de estimar coeficientes y a estimar fidelidades de a lo sumo
dos canales modificados requiriendo como méximo un qubit auxiliar. El método extiende asi
propuestas anteriores capaces de estimar la fidelidad dando la posibilidad de estimar cual-
quier coeficiente. Como tal, la estimacion de coeficientes requiere un niumero de experimentos
independiente de la dimensiéon del sistema. Este método resulta particularmente tutil cuando
solo se requiere una tomografia parcial del proceso € en cuestion, ya que en este caso, los
recursos necesarios se vuelven polinomiales en el nimero de subsistemas.

A nivel de herramientas para estudios de informacion cuantica, este trabajo resume algu-
nos resultados de utilidad sobre los 2-disenos y particularmente, sobre las bases mutuamente
no sesgadas. Como aporte original, se muestra una definiciéon explicita de D+ 1 bases mutua-
mente no sesgadas para dimension D = p estudiando propiedades especificas aprovechables
para la tomografia. En base a esta definicion, pueden darse construcciones experimentales de
estos estados en sistemas de N qubits utilizando O(N?) compuertas cuénticas elementales y
O(N?) operaciones clasicas.

Por ultimo, se presenta un método novedoso que permite hacer tomografia completa de
la parte diagonal de la matriz y. Inspirados ahora también en los trabajos de M. Mohseni y
D. A. Lidar [ML06| se decide utilizar un conjunto de bases mutuamente no sesgadas asociado
a la base de operadores utilizado para la representaciéon y. En base a esta elecciéon, la accion
del operador € estudiado respecto a los estados de las MUBs puede recibir una interpretacion
sencilla que conduce a un método polinomial para estimar todos los coeficientes diagonales
de la matriz x. Se hace un estudio detallado de la precision que permite el método llegando
a la conclusion de que el mismo es capaz de detectar y caracterizar completamente los
coeficientes de canales de Pauli en el caso que estos resulten tener pocos elementos de tamano
significativo. La informacion que este método hace disponible es la necesaria y suficiente para
definir el codigo corrector de errores especifico que conviene usar para proteger al canal. Se
dieron también los primeros pasos para mostrar que las ideas que permiten la estimacion
simultanea de los coeficientes diagonales, tambien permiten la estimacion simultanea de
grupos de coeficientes no diagonales.

Tanto en la estimacién selectiva y eficiente de coeficientes no diagonales, como en la
estimacion simultanea de coeficientes diagonales son aporte novedozos al area de Tomografia
Cuantica. Es por ello, que junto a Ariel Bendersky y Juan Pablo Paz, hemos hecho publica
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una version resumida de estos resultados [BPPO0S|.

8.2. Perspectivas a futuro

Si todavia queda un punto debil en el método tomografico que se desarrollo, es la com-
plejidad de los circuitos cuanticos necesarios para la preparacion y medicion de los estados
pertenecientes a las bases mutuamente no sesgadas. Actualmente, se requieren O(N?) com-
puertas para esta tarea. Esto es el mismo orden necesario para realizar tareas complejas
como la transformada de Fourier cuantica. Una mejora deseable es reducir la complejidad
de los circuitos cuanticos manteniendo las buenas propiedades del método de manera exacta
o aproximada. Como la definicién de una base general estabilizada requiere de O(N?) pa-
rametros, esta direccion no parece muy prometedora, pero por su potencial impacto merece
ser estudiada en mas profundidad.

Por otra parte, los circuitos cuanticos necesarios ni siquiera estan definidos para el caso
p # 2, pues hemos hecho uso de un resultado para qubits presentados por A. Benderski
[Ben06|. Para generalizar la construccion a otros valores de p, se precisa contar con una
generalizacion del grupo de Clifford y las correspondientes compuertas cuanticas generadoras
del grupo Simpléctico.

El método de tomografia simultanea de coeficientes se encuentra limitado a una base
particular de operadores para la representacion y del canal €. Una pregunta que parece
interesante, es si se puede adaptar la base de operadores para la representacion x a otra mas
conveniente en funcién de algiin conocimiento previo del operador €. O més interesante aun,
elegir la base de operadores y las mediciones a realizar de manera adaptativa en base a los
resultados de mediciones anteriores.

Por 1dltimo, un area de estudio que no debemos pasar por alto es la adaptabilidad del
método a ensambles fisicos. Los primeros resultados que permiten medir selectivamente cual-
quier coeficiente de un proceso pueden adaptarse a sistemas de ensamble sin demasiado es-
fuerzo. Lamentablemente, la tomografia simultanea de coeficientes que se ha presentado en
la seccion 7, utiliza fuertemente que los resultados de medicion son discretos. Esto hace que
no haya una interpretacion directa cuya validez se extienda a sistemas de ensambles. Por
otra parte, se puede buscar como aprovechar la continuidad que ofrecen las mediciones sobre
ensamble permitiendo el uso de resultados de concentracién de medida.
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A. Operaciones y circuitos cuanticos

A.1. Operadores de Pauli

Los operadores de Pauli de un qubit son los siguientes. Se incluye la identidad, para que
estos operadores formen un grupo (considerando equivalentes operadores que difieren en una

fase).
10
I = P() = 0g — (0 1)

0 1
X:P1:O'1 = (1 0)
Y:PQZO'Q = ((3 _OZ)

I 0
Z:P3:O'3 = (0 _1)

Con esta definicion de los operadores de Pauli, vemos que son hermiticos, unitarios y orto-
gonales.

A.2. Operadores de Clifford

Los operadores de Clifford son los elementos unitarios pertenecientes al grupo normali-
zador del grupo de Pauli. Es decir que los operadores de Clifford son aquellos unitarios que
preservan el grupo de Pauli por conjugacion. El grupo de Clifford para n qubites (denotado
por C,), es el conjunto de operadores U tales que:

VP e®,:UPU' e P,

El grupo de Clifford incluye estrictamente al grupo de operadores de Pauli y el grupo
cociente entre los dos se denomina grupo simpléctico (denotado por SL). Listamos a con-
tinuacion algunos elementos del grupo simpléctico que se utilizan en este trabajo. También
mostramos su accién por conjugacion sobre los operadores de Pauli.

H Compuerta de Hadamard.

1 /1 1
H:(X+Z)/\/§:E<l _1) (83)

Una propiedad de el H es que es su propio inverso (es un operador hermitico). El efecto
por conjugacion sobre los operadores de Pauli de 1 qubit es:

HXH'=Z ; HYH =-Y HZH' =X

)
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S Compuerta de fase.

5= R/ = 00l +il1) a1 = (5 )

7
SXSt=vY ;, SYST=-XxX , S§zS8t=Z

R El operador R = SH produce por conjugaciéon un reordenamiento ciclico de los opera-
dores de Pauli distintos a la identidad.

1 /1 1
wesi =75 (0 )
RXR'=7Z : RYR =X : RZR' =Y

CNOT El utlimo operador del grupo de Simpléctico que mencionaremos es el el operador de
negaciéon controlada o CNOT. La representacion de esta operacion es:

1000
0100
CNOT = |00) (00| +[01) (1] + [10) (11] + [11) (10| = | & o o |
0010

Puede generarse el grupo Simplético disponiendo de los operadores CNOTentre cual-
quier par de qubits y los operadores H y R en cualquier qubit. Si ademés, se dispone
de los operadores de Pauli, se puede generar el grupo completo de Clifford.

A.3. Operadores controlados

Si U es una matriz unitéria sobre un espacio de Hilbert de Dimension D, pueden definirse
operaciones unitarias sobre el espacio de Hilbert de dimensiéon 2D llamadas U-controlado y
U-anticontrolado. La representaciéon matricial y circuital de estas operaciones es:

I 0
U-controlado = <0 U) =
. U o 0
U-anticontrolado = 0 1) —
U

Aqui los elementos 0, I, U representan matrices de dimension D x D.
Si U admite una factorizacion:

m

U=]]Ux

k=1
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Puede escribirse también:

U-controlado = H U}-controlado

k=1

Esto es importante para lograr implementaciones eficientes de operadores controlados.
Por la definicion misma de operadores controlados y anticontrolados, tenemos que vale
la identidad:
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B. Algunas demostraciones

B.1. MUBs y bases maximales de unitarios conmutativos
(Demostraciones)
En este apendice, se adaptan algunas demostraciones del articulo de Bandyopadhyay et.
al [BBRV02] sobre la relacion entre bases mutuamente no sesgadas y conjuntos conmutativos

de operadores ortogonales y unitarios. La intencion es acompanar la seccion 5.4 demostrando
los resultados que alli se presentan.

Lemma B.1. Existen como maximo D operadores normales conmutativos ortogonales no
nulos.

Demostraciéon: Supongamos que los operadore {FE1,..., F,,} son ortogonales y con-
mutan entre si. Entonces, existe una matriz unitaria de cambio de base U que los lleva
simultaneamente a una representaciéon diagonal.

Vi: D, =UEFE,U" Donde D; es una matriz diagonal.

Como la rotacion U preserva el producto interno, tenemos:
Vit tr <DiDj> — tr <UDiUTUD;UT) — tr (EE}) — 0

Entonces, la representaciones como vectores de las matrices diagonales D; son ortogonales,
y como estos vectores tienen solo D componentes, concluimos que m < D. Q.E.D. La
condicion de normalidad es necesaria para poder llevar los operadores a una forma diagona en
la demostracion, pero el enunciado del lemma es general y correcto incluso sin esta condicion.

Teorema B.2. Si §, y §, son ambos conjuntos de D operadores unitarios conmutativos en
el espacio de Hilbert de dimension Dy 8§, N8, = {1} y todos los operadores en §, U §, son
ortogonales. Entonces las bases ortonormales B, y B, que diagonalizan respectivamente a
los operadores en 8, y 8, son mutuamente no sesgadas.

Demostracién: Para cada j € {a, b} presisaremos de algunas definiciones y convenciones
de nombre. Podemos enumerar los operadores de los cada subconjuntos conmutativo §; como:

8j =A{Ejo0, Ej1,-- s Ejpa} (84)

Donde asumimos 1 = E;,. También podemos enumerar los vectores de la base B, que
diagonaliza simultanemente a los operadores de §; como:

Bj = {|vj0) s [¥j1) 5 [¥jp-1)} (85)
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Ahora definimos \; , ; como el autovalor del operador E;, vector con respecto al vector |1, ).
Podemos expandir los operadores en términos de proyectores unidimensionales.

D—-1

Ej,p = Z )\j,p,k ’wj,k> <wj,k’ (86)

k=0

Como los operadores £}, son unitarios, todos los A;, tienen norma uno. En términos de
esta expansion, podemos expresar el producto interno entre operadores del mismo conjunto
como:

tr(EinEl,) = D MipaXiartr (958 (seltig) ()

k.l
2
= > NN (Wil
k.l
= D NipkA] g0k
k,l

_ . *
- E Aj,p,k)‘j,q,k
k

Sea M; la matriz cuadrada de dimension D x D cuyas componentes son:

Ajoo A1 --- Ajop-1
Ao A1 - Ajip-1
M; = . . )
AiD-10 AjD-11 --- AjD-1,D—1

Como la ortogonalidad de los operadores implica tr (Ej’pE;q) = Do, 4, tenemos que las filas

de la matriz M; son ortogonales y todas de norma D. Entonces, la matriz M; es unitaria
a menos de un factor de normalizacion %. En particular, todas las componentes de la
primer fila de M; valen 1 como los autovalores de 1. Por tltimo, definimos la matriz G de
dimensiones D X D como la matriz compuesta de los cuadrados de los productos internos de
los vectores de la base B, con los de la base By,

(Daoltn0)®  Waoltsr)® .. (Yaoltep 1)’

oo | Wealtno)®  Waaltna)” oo Waalbnoa)”

Woan o) (Wanaltnn)? oo (analtnn)?

Nuestro objetivo, es precisamente probar que las componentes de G valen todas %. Ahora
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si multiplicamos M,, G'y MbT , obtenemos una matriz cuadrada H = MaGMbT cuyas compo-
nentes son los productos internos entre los operadores de 8/, y los de §;.

tr(Bu,El,) = (Z Nt 1) Pkl Ny 10) <wb,z|>

k.l

= Z Nap kgt ([Va k) (La ko) (Woal)
k.l

= Z Ak | (Vak |} Ayl

k.l

H

p.q

Ahora, por hipoétesis, todos estos productos internos se anulan execeptuando uno.
tr (Ea,pEg,q> = Ddp0dq.0

Entonces, la representacion matricial de H es:

D 0 ... 0
0 0 ... 0
0 0 ... 0
Ahora podemos despejar G utilizando que la inversa de M, es M ! = %M:{ y la de MJ es
M = LM,
1
— T
G = ﬁMaHMb

Como H tiene solo la primer componente no nula, podemos calcular el producto explicita-
mente obteniendo a partir de la primer columna de M y la primer fila de M,.

11 1
111 1 1
G=—
D|: :
11 1

Q.E.D.
Como corolario, podemos deducir la validez del teorema 5.8 de la seccion 5.4.

Teorema B.3. Dadas dos bases ortonormales mutuamente no sesgadas B, y By, podemos
construir sendos conjuntos de D operadores unitarios S, y S, que resultan diagonales en las
respectivas bases y tales que 8§,N8, = {1} y todos los operadores en 8§, US§;, son ortogonales.
Mas aun, la construcciéon de 8, solo depende de B, y la de 8, solo depende de B,.
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Demostracién: Volvemos a utilizar la definicién de B; para j € {a, b} como:
By = {lvj0), [¥51) 5 [¥ip-1)} (87)
Si definimos también a los conjuntos §;, con j € {a,b} como:
8; ={Ejo, Ejr, .-, Ejp1} (88)

Para concretar la construccion de los §;, definimos sus elementos, los operadores E;, con
p€{0,...,D — 1} como:

Ejp =Y w™ [thx) (sl (89)
k

Donde w = e es una raiz de la unidad de orden D. Con esta definicion, vale automa-
ticamente que F;, = 1. Ademas, los operadores conmutan por construcciéon y forman un
subgrupo con la multiplicacion. Usando el desarrollo (Ec. 89), tenemos que el producto in-
terno entre operadores de distinates bases es:

tr <Ea,pE;’q) = prkwfqltr ([Var) (Varlog) (o)
kol

— prk*ql | (o g |102)

k,l
1
_ pk—ql —
D WS
k,l
= Dép,O(Sq,O

Para dos operadores de una misma base, podemos hacer un anélisis similar, obteniendo:
k, \—ql
tr(BipBl,) = o e (i) (islitia) (il
k]

- prk_ql |<¢j,k|¢j,l>|2

k.l

= E wPh sy
k.l
k

Dy, ,

La conclusion, es que todos los operadores en §, U 8, son ortonormales (con norma D).
Q.E.D.

Esta demostraiéon puede extenderse de manera trivial al caso de m bases mutuamente no
sesgadas obteniendo como corolario el teorema 5.9 de la seccion 5.4.
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Glosario

Ancila En el contexto de la computacién cuantica, una ancila es un sistema auxiliar que se
utiliza para el computo. La definicion original de la palabra significa criada o sierva.

Cuerpo Un cuerpo (F, +,-) es un conjunto [F junto con dos operadores binarios, + (suma)
y - (producto) tales que:

» (F,+) es un grupo conmutativo. a +b=>b+a

El operador - es asociativo. (a-b)-c=a-(b-c))

El operador - distribuye respecto a +. a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Existe un neutro para + denotado por 0.

(F \ {0}, ) es un grupo conmutativo con elemento neutro 1 # 0.

m Sia-b=0entoncesa=00b=0.

Si IF es finito, decimos que se trata de un cuerpo finito o cuerpo de Galois . Existen
algunos resultados importantes sobre cuerpos finitos. El nimero de elementos de un
cuerpo finito debe ser una potencia p” de un ntimero primo p. Dos cuerpos finitos con

igual nimero de elementos son isomorfos. Por convencién, estos cuerpos se denotan
[ ~.

p

Descomposicion de Schmidt Supongamos que |1)) es un estado puro normalizado del
sistema compuesto , AB.

V) € Ha® Hp

Entonces pueden elegirse dos subconjuntos ortonormales {|ia)}ic1..0 ¥ |ig);c; pen A
y B respectivamente, de manera que [¢)) puede expresarse como:

) = Zé‘i lia) |ig)
i
Donde los s; son coeficientes reales no negativos satisfaciendo y_, s7 = 1. A esta repre-
sentacion de [1)) se la llama descomposicion de Schmidt, en honor al matematico Erhard
Schmidt. La existencia de una tal representacion se desprende de la descomposicién en
valores singulares de [1)).

Particularmente, si el nimero de coeficientes s; no nulos (rango de Schmidt) en la
descomposicion de |1)) es mayor que 1 significa que [1)) es un estado entrelazado.

Como el espacio de operadores (en el que estan incluidas estrictamente las matrices
densidad) también forman un espacio de Hilbert, puede usarse la descomposicion de
Schmidt también para las matrices densidad que representan estados mezcla en espa-
cios que se descomponen en dos subsistemas A y B. En este caso, las correlaciones
clasicas pueden aportar al rango de Schmidt, pudiendo ser este mayor que 1, e incluso
maximizarse para estados mezcla no entrelazados.
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Fidelidad media La fidelidad media es uno de los parametros que se utilizan para cuan-
tificar la calidad con la que un canal € implementa la identidad. Este parametro se
define como el siguiente promedio sobre estados puros:

F@) = [ wle@) @hiwdi) = [ wper)ap

F-S

donde F' — S denota que se utiliza la medida de Fubini-Study.

Fidelidad de compuerta La gate fidelity o fidelidad de compuerta es una generalizacion
de la fidelidad media. En lugar de medir la calidad con la que un canal € implementa
la identidad, mide la calidad con la que un canal £ implementa un unitario arbitrario
U. Esta se denota por F/(E,U) y se define como:

e = [ WIUEw) WU ) div)

donde F' — S denota que se utiliza la medida de Fubini-Study.

Grupo de Clifford El grupo de Clifford €, es el normalizador del grupo de Pauli P,, (in-
cluido en el grupo de operadores unitarios). Es decir, es el conjunto de operadores U

tales que:
VP e®,:UPU' € P,

Grupo de Heisenberg-Weyl Es el grupo de operadores generado por:
X:|j)—=|7j+1 mod D) Z i |5) — W |5)

Donde w = >/ Es una generalizacién de los operadores de Pauli para D # 2. Este
grupo tiene un total de D? operadores unitarios ortogonales entre si (se consideran
equivalentes operadores que se diferencien por solo una fase multiplicativa). Una ge-
neralizacién posible de este grupo, consiste en tomar productos tensoriales de copias
iguales del grupo de Heisenberg-Weyl.

Grupo de Heisenberg-Weyl generalizado En este trabajo,damos este nombre a cual-
quier conjunto de operadores que consista de los productos tensoriales de N operado-
res de Heisenberg-Weyl correspondientes a una dimension p (con p primo). Bajo esta
definicion, este conjunto de operadores forma un grupo con p" elementos, los cuales
tienen todos orden p exceptuando la identidad.

Grupo de Pauli generalizado Es el grupo compuesto por el producto tensorial de ope-
radores de Pauli. Cuando se considera los productos tensoriales de n operadores de
Pauli, el grupo se denota por: P,,.
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Grupo Simpléctico El grupo simplectico 8L, es el grupo cociente entre el grupo de Clifford
C,, v el subgrupo de Pauli P,,. Los operadores CNOTentre cualquier par de qubits junto
con los operadores H v R en cualquier qubit son generadores de este grupo.

Medida de Fubini-Study La medida de Fubini-Study es una medida sobre el conjunto de
estados puros invarite ante transformaciones unitarias.

[ £00) sidtoy = [ 1@ 1) sl Uhal) =

Su importancia esta dada por la necesidad de realizar integracién sobre el conjunto de
estados puros. En el caso de un qubit, la medida es equivalente a utilizar el diferencial
de area de la esfera de Bloch. En general, la condiciéon de normalizaciéon de la medida
de Fubini-Study esta dada por
1dfy) =1
F-5

Normalizador El normalizador de un subgrupo S de G es el conjunto de elementos de G
que preservan el grupo S por conjugacion. Es decir: N(S) = {z € G : zSz~! = S}. El
normalizador de un subgrupo S es también un subgrupo de G que debe necesariamente
contener a S.

Peso de Hamming Dado un operador de Pauli P,, que opera sobre N qubits, su peso
de Hamming esta dado por la cantidad de factores distintos de la identidad en su
descomposicion tensorial P, = P, ® P, ® ... P,,,,. Como tal, el peso de Hamming de
un operador se encontrara entre 0 y N siendo la identidad el iinico operador de Pauli
con peso de Hamming 0.

t-diseno de estados Es un conjunto finito X de vectores [¢)) tal que cualquier polinomio
homogeneo de grado ¢ en las componentes de [¢)) v homogeneo de grado ¢ en las
componentes de (1| satisface:

/ p(1) . ()d |) = % S p(l9), (@)

lhyeX

Una definiciéon alternativa es una distribucion de probabilidad p; sobre un conjunto de
estados cuanticos |¢;) tal que:

J9) wh*as - S nl) 61
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Twirl de Haar Rotacion bilateral aleatoria de un mapa. Las posibles rotaciones son uni-
tarios tomados aleatoriamente segun la medida de Haar. Un twirl de un mapa A :
CP*P — CP*P resulta en el operador:

XH/ UTANUXUNYUAU
U(D)

Twirl finito Rotacion bilateral aleatoria de un mapa, donde las posibles rotaciones se eligen
de un conjunto finito de posibilidades {Uy} (con K = |{| Ux}). Un twirl finito de un
mapa A : CP*P — CP*P resulta en el operador:

K
1
X = > UINUXUNU

k=1

Unital Se dice que un operador O : A — B es unital si mapea la identidad de A en la
identidad de B. Tipicamente, la evolucién de una matriz densidad mediante cualquier

operador unitario (accién por conjugacion) es unital, ya que envia la identidad en la
identidad.
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